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Este libro Introduccién al cilculo es una propuesta
amigable de la relacidn entre el dlgebra, la aritméticay
la geometria; proporciona un material secuencial con
conexién entre conceptos y aplicaciones que contribu- WASHINGTON ALVARO LUGO - MONICA CALLE JIMENEZ
yen a la autonomia de aprendizaje que cada estudiante

debe construir.

Las herramientas de interés que muestra el texto son:

-

resimenes interesantes acerca de la historia de la

matematica, datos curiosos que atraen al estudiante
hacia una matematica divertida, ejemplos aritméticos,

algebraicos y geométricos; ilustraciones que enlazan

-

calculos y lugares geométricos con el uso de un

~
visualizador grifico; recordatorio de aprendizajes ~
previos; cuadros de errores y correcciones frecuentes
que dan una retroalimentacién de conceptos; ejercicios
y su respectivo solucionario que fortalecen con éxito 4

las habilidades desarrolladas en el capitulo.

El presente libro se encuentra desarrollado en funcién

;) de una metodologia practica, visualmente novedosa,

fovavon que da prioridad a la comprension légica de conceptos
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Estructura del libro

Fundamentos matematicos para lograr el éxito

El libro de Introduccion al calculo se enfoca en proporcionar las herramientas necesarias para que el estudiante
consolide los conceptos con base en materiales de estudio e investigacion, teniendo como apoyo una recopilacion
de ejemplos, ejercicios v el graficador en linea Geogebra, que permite interiorizar las ideas algebraicas con una
fundamentacion geométrica.

Cada capitulo contiene los siguientes elementos: objetivos, contenidos v una resefa histérica, los mismos que
constituyen resimenes de aspectos interesantes relacionados con la historia de la matemética, con el fin de poner
en contexto el desarrollo del capitulo.

APITULO 1 : Fundamentos

Objetivos:

1.1. Indentificar, conocer y aplicar propiedades de los
ndmeros reales.

1.2. Simplificar expresiones con el uso de propiedades
de exponerles y radicales.

1.3. Comprender la definicion de valor absoluto.

1.4. Operar y simplificar expresiones algebraicas.

Contenidos:

En este capitulo el estudiante encontrara los siguientes con-
tenidos:

Clasificacion de los nimeros reales.
Representacion grafica de los nimeros reales.
Propiedades de los nimeros reales.
Conjuntos e intervalos de nUmeros reales.
Propiedades de exponentes y radicales.
Conceptos de valor absoluto.

Expresiones algebraicas.

Resena historica:

Desde el inicio de los tiempos los seres humanos dedicaban
su tiempo a la caza y luego a cuidar de sus rebarios. Ellos
necesitaban adoptar estrategias para saber si sus animales
disminuian o incrementaban. Con el tiempo empezaron a uti-
lizar el lenguaje corporal incluyendo manos y elementos de
apoyo para deteminar cantidades o valores.

Desde hace unos 5000 afos, la mayoria de las civilizaciones
han utilizado un sistema de numeracion decimal: en primer
lugar, la egipcia con sus jeroglfficos, y con posterioridad, la
griega, la china, entre otras. (Arjona, 2017).

Personaje: [ eonhard Euler

Basilia, Suiza, 1707
San Petersburgo, 1783
Matematico suizo.

Las facultades que desde temprana edad demostrd
para las matematicas pronto le ganaron la estima del
patriarca de los Bernoulli.

Tras graduarse en dicha institucion, en 1723, se
convirtié en asociado de la Academia de Ciencias de
San Petersburgo, donde coincidio con otro miembro
de la familia Bermoulli, Daniel, a quien en 1733 relevo
en la catedra de matematicas. A causa de su ex-
terma dedicacion al trabajo, perdio la vision del ojo
derecho, hecho que no afectd ni a la calidad ni al
numero de sus hallazgos.

Hasta 1741, refind los métodos vy las formas del cal-
culo integral. En 1748 publicé la obra Introductio in
analysim infinitorum, en la que expuso el concepto
de funcién en el marco del anélisis matematico. En el
ambito de la geometria desarrollo conceptos basicos
como el ortocentro, el circuncentro 'y el baricentro de
un tridangulo; a él se debe la modema tendencia a
representar cuestiones mateméaticas v fisicas en tér-
minos aritméticos. En el terreno del dlgebra realizé la
reduccion de una ecuacion cubica a una bicuadrada
y el de la determinacion de la constante que lleva
su nombre. Tras su muerte, se inicid un ambicioso
proyecto para publicar la totalidad de su obra cientifi-
ca, compuesta por méas de ochocientos tratados, lo
cual lo convierte en el matematico mas prolifico de la
historia. (vidas, 2017)




Las paginas de cada capitulo cuen-
tan con dos columnas: en el lado
derecho tenemos los contenidos,
resimenes y ejemplos aritméticos
y algebraicos; mientras que en el
lado izquierdo se observan algunas
herramientas para el éxito de la con-
solidacion de fundamentos mate-
maticos.

Herramienta 1

En esta figura se muestran las ilus-
traciones que enlazan los calculos
con lugares geométricos, estos son
realizados en el programa dinamico
Geogebra, en donde el objetivo es
que el estudiante tenga una vision
grafica de sus calculos.

Herramienta 2

En esta figura se muestran dos sec-
ciones usadas como herramienta
de estudio:

-“Recuerda que”-, nos ayuda a vol-
ver a algunos conocimientos previos
y necesarios para el aprendizaje.

-"Errores 'y correcciones  frecuen-
tes”- nos mantendra alerta de equi-
vocaciones sobre algunas que a
menudo se cometen en fundamen-
tos matematicos, ademas, nos ayu-
daré con la retroalimentacion de los
conceptos.

llustracion 9: Gréfica de factores por cajas

reo mediante cajsagb
Zoita Vista Cpciones Heramisntas Ventana Ayuda

1l =

AlALeloldN =] +]
Agebraic| v Vista Grafica 2 X | ~ Vista Grafica
wla L] s> [T isc~
e 2y
et 1a.

=t
“wll|” Factoreo por cajas:
-t 12
- 4a? Fda=(

o
92 ¢rea puntos enlazados 3 los iniciales:
para qué 1a caja de polinomio no s¢ Musva.

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 20: Gréfica de trinomio
cuadrado perfecto
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Factorizacion:

Factorizar una expresion algebraica significa dejar a
la expresion en producto de términos mas simples.
(Stewart, 2009)

FACTORIZACION = (x* -y?) = (x +¥) (x-)

De la expresion anterior, se concluye que: (x +y)
(x - y) son factores de: (x* - y?)

El caso mas sencillo de factorizacion se da cuando
los términos tienen un factor comun, por ejemplo:

. 2x% +4x + 2 =2(x*+ 2x +1)
Donde "2" es el elemento comiin

. 2x%y 4+ xy® = (xy) (2x+ y?)
Donde "xy" es el elemento comtn

. 8x*y? 4 6x° y° - 2xy* = 2xy? (4x° + 3x°y - y?)
Donde "2xy?" es el elemento comtin

Foérmulas de factorizacion especial

Si Ay B son nimeros reales o expresiones alge-
braicas, entonces.

1.  A’B-AB?=AB (A - B) Factor comtn.

2. A*-B?=(A+ B) (A -B) Diferencia de
cuadrados.

3. A*+42AB+ B?= (A + B)? Trinomio
cuadrado perfecto.

4. A?-2AB+ B? = (A - B)? Trinomio
cuadrado perfecto.

5. A® + 3A’B + 3AB? + B’ = (A + B)® Factor
comun por agrupacién y trinomio cuadrado
perfecto.

Recuerda que:

Numero periddico puro:

Numero periddico mixto:

d. 5175454..=21754-57

9900
_ 327138 -3271
e. 3,2713838..= 99000
_ 323867
3,2713838.. = 99000

Errores y correcciones
frecuentes

Error: 0,3§ - Irracional
Correccién: 0,33 — Racional

Error: e - Racional
Correccion: e - Irracional

e. @ (phi)-1,618033988749
f. e (numero de Euler) - 2,718281828459

Todos los ndmeros irracionales tienen infini-
tas cifras decimales no periddicas y, por lo
tanto, no pueden ser expresados como rac-
ciones.

El ndmero racional es el que se puede es-
cribir como numero fraccionario tal que su
razon tiene un nimero finito de decimales,
por ejemplo:

15
> -75

Todos los nUmeros racionales tienen forma
decimal, a la que se la llama decimal perio-
dico; ejemplo:

% =0,250000 = 0,250

Ejemplos de clasificacion de los
numeros reales:

1. Dado el conjunto de elementos:

2. Poner un visto (/) al conjunto numérico
que corresponde:

{ -105;275053; V7 %}




Herramienta 3

«Dato curioso» contiene informacion
para que el estudiante se vea en-
vuelto en una matematica interesan-
te y divertida.

Ejercicios

Cada seccion contiene un conjunto
de ejercicios para fortalecer los fun-
damentos matematicos, revisados;
esto permitira al estudiante consta-
tar si ha logrado alcanzar con éxito
las habilidades desarrolladas en el
capitulo.

Los ejercicios propuestos son un
conjunto de operaciones  aritméti-
cas, algebraicas vy relacion grafica
en el programa dinamico Geogebra.

Dato Curioso

Personaje:
John Napier

Edimburgo, 1550
Reino Unido, 1617
Matematico escoces.

Fue un terrateniente escoses cuyo pasa-
tiempo eran las mateméaticas. Lo cono-
cemos hoy en dia debido a su invento:
los logaritmos que publicéd en 1614 bajo
el titulo Description of the marvelous
Rule of Logarithms (Una descripcion de
la Regla maravillosa de los logaritmos.).
En la época de Napier, los logaritmos se
utilizaban exclusivamente para simplificar
célculos complicados. Por ejemplo, para
multiplicar dos niimeros grandes se es-
cribian como potencias de 10. Los expo-
nentes son simplemente los logaritmos
de los numeros. Por ejemplo:

3,6562 4,76180

=~ 10 10

~ 10341809

261872564

R

La idea es que multiplicar potencias de
10 es facil (simplemente se suman sus
exponentes). Napier produjo tablas ex-
tensas que dan los logaritmo.

= log, (x-1)*-log,x"

Ecuaciones logaritmicas

Las ecuaciones logaritmicas son ague-
llas ecuaciones en las que la incégnita
aparece afectada por un logaritmo. Por
ejemplo:

log, (x-1)=5

Para resolver ecuaciones logaritmicas
vamos a tener en cuenta:

log, x =log,y>x=y

log, b =x—a*=b

Para la resolucion de ecuasiones logarit-
micas, se presentan los siguientes mé-
todos.

Por propiedad
log b=x—a*=b

log, (x+2) +log,
(x-4)=3

log, (x-2)-log
x-11)=1

Ejercicios 1.1 a Nimeros Relaes

1. Completa:
Ndmero Numero Numero
opuesto inverso
_2
5
-5
-t

2. Escribe el nimero entero anterior y

siguiente de:
a. 4

b. -4

[ 6,5

d. -3

3. Escribe <, >, segun corresponda:
1,2 2 54
a 25 25 b. 2% 2

[ 4,5 — 4,05 d 3

4. Determina que ndmero se encuen-
tra en la mitad de:

1.1
a. 35y7 d -5vy

5. Poner un (y) al conjunto numérico
que corresponda:

N z Q 1 R

6. Determina la forma decimal de los
siguientes ndmeros racionales:

7. Determina la fraccion simplificada de
los siguientes nlimeros decimales:

a.0,25 d. 2,65
b.1,3 e. 1,3
c.-0,65 f.1,24

8.  (Enqué casos es un nimero racio-
nal mayor que su opuesto, en qué
€aso es menor gue su opuesto?

9.  Escriba en palabras o que repre-
senta cada literal.

a. a>0
b. a<-3

XI



Excursiones matematicas

Al final de cada capitulo se presen-
tan ejercicios de aplicacion encami-
nados a la utilizacion de los concep-
tos estudiados.

El objetivo de estos es desafiar al
estudiante en la resolucion de pro-
blemas que involucre, el desarrolio
del pensamiento l6gico-complejo.

Solucionario
En la parte final del libro se encuen-

tran las respuestas de todos los
gjercicios planteados.

XII

Excursiones matematicas:

1.

Indica cuéles de las siguientes afirmaciones son verdadersa o falsas:

a.  Toda potencia cuyo exponente es par tiene signo positivo.
b. Al elevar una fraccion propia a un exponente negativo, se obtiene una fraccion
impropia.
c. Al dividir un nimero para cero, el resultado es el mismo ndmero.
2. Encuentra los valores de estas series de potencias y contesta:
° 12, 16, 120' 172, 1—6' 1—20
o (DLEDA DS (-1, (18
o (DLEDEAEDS D7D
a. ¢Cuanto valen todas las potencias de base 17 ¢Influye el valor de exponente?
b. ¢ Cuanto valen todas las potencias de base -1y exponente impar?
c. ¢Cuanto valen todas las potencias de base -1y exponente par?
d. ;Cudl sera el resultado de (-1)2222y (-1)222667
3. Enlafigura compara el largo de ABy de AC + CB:
. Js+syy/s+y8
a. ;Cudl es la longitud mas grande?
b.  ¢Célcula las longitudes y compara?
4.  Célcula, compara y determina una conclusion:
a Vo +16yy/9 +4/16
b. 25 —16y+/25—416
CAPITULO 1 o) N z Q I
) 0,111 J
Ejercicios 1.1 Numeros relaes 124
99 v
1. 56
45 /
. 3% v
NUmero NUmero Ndmero
opuesto inverso
2 2 5 4,
5 5 2
-8 8 - % N z Q | R
3 /
-t t - % e N N N
V169 J J J
P P
-—:(q#0 - -—
(@#0) q q % J J
0.65 J J
2. 0 J J J
a. 3y5
b. -5y-3 5
a -i};/?s a. 05
b. 28
c. -0375
3.
a. 2 % <2 % 6.

Los numeros racionales positivos son
mayores a sus opuestos, excepto el

c.  45>4,05 Cero.
d 31-17 Los ndmeros racionales negativos son
’ 47 4 menores a su opuestos, excepto el cero.




Introduccién

El presente libro de Introduccion al calculo es una herramienta para fortalecer aprendizajes adquiridos en el nivel
medio. Su enfoque es lograr que los estudiantes obtengan un resultado optimo en la aplicacion de situaciones
cotidianas, todo esto se lo presenta de manera esquematica vy resulta de mucha utilidad para los estudiantes de
primer ano de las carreras de Ciencias Economicas e Ingenieria, entre otras.

Los propositos del libro de Introduccion al calculo son:

a. Brindar un material secuencial con enlace entre conceptos, ejemplos y ejercicios, que contribuya a un apren-
dizaje significativo y auténomo de los estudiantes, en funcion de una metodologia practica, visualmente nove-
dosa.

b. Relacionar las unidades didécticas de la aritmética y el algebra con representaciones del espacio, para lo cual
se utiliza el programa grafico en linea.

c. Dar una retroalimentacion en funcion de errores comunes detectados en el proceso de aprendizaje de los
estudiantes.

La estructura del lioro enlaza eventos numéricos y algebraicos con lugares geométricos. Proporciona elementos
conceptuales en forma de cuadros, tablas € ilustraciones, lo que hace dinamico al texto. Cuenta con una variedad
de ejercicios para una practica constante; ofrece resefias histdricas y datos curiosos que contextualizan cada ca-
pitulo abordado.

La geometria es una parte de las matematicas que surge como resultado de la necesidad de construir, seccionar
y medir tanto territorios como edificaciones; destaca el aprendizaje de las caracteristicas del plano, lugares geomeé-
tricos y cuerpos geométricos. Uno de sus objetivos es resolver problemas de dimensiones y de espacio. El enlace
con el élgebra se produce debido al requerimiento de representar figuras geométricas en forma de ecuaciones que
desarrollan resultados frente a una necesidad concreta.

En sus inicios, el élgebra fue considerada, de cierta manera, como una extension de la aritmética que estudiaba
relaciones y cantidades. Para establecer formas generales, en el dlgebra se introdujo simbolos que habitualmente
son letras, estas representan elementos, variables o procesos cambiantes que concluyen en formulas algebraicas
cuyo objetivo es desarrollar un razonamiento matematico y obtener resultados aplicados a la cotidianidad.

El texto consta de cinco capitulos. En el primer capitulo se exhibe los fundamentos de introduccion al calculo ini-
ciando con los nimeros que son la base de las matematicas, y que histéricamente se han desarrollado debido a la
necesidad del conteo en las primeras comunidades. Se encuentran 10s conjuntos NuMeéricos con sus respectivas
propiedades vy representacion de lugares geométricos a través de expresiones algebraicas. Se plantea mantener
la practica constante trabajando con el programa gréfico en linea y con una recopilacion de ejercicios propuestos
referentes al tema. El objetivo es lograr que el estudiante mantenga un interés constante en la recepcion del apren-
dizaje numérico vy algebraico con una vision grafica-geomeétrica.

El segundo capitulo se presenta en dos partes. En la primera se aborda la trigonometria que ha sido utilizada prin-
cipalmente para construcciones desde hace 3000 anos, aproximadamente. Aqui se abordan las caracteristicas de
angulos, triangulos, relaciones trigonomeétricas e identidades trigonométricas que seran una herramienta de gran
utilidad y apoyo para el célculo diferencial e integral. En la segunda se presenta los nimeros complejos que seran
explicados de una forma clara y precisa como extension de los nimeros reales, sus caracteristicas y formas de re-
presentacion acompanados de la practica con sjercicios. El objetivo de este capitulo es consolidar la base de la tri-
gonometria y los nimeros complejos para que sean un aporte optimo hacia las siguientes actividades matematicas.



El tratamiento de ecuaciones se estudia en el tercer capitulo, las mismas que han sido utilizadas desde la antiglie-
dad, inicialmente como elementos de ayuda en la distribucion de alimentos, tierras, animales, etc., y sobre los que,
con el tiempo, los investigadores mateméaticos han desarrollado clasificaciones y métodos de resolucion. Se aborda
el andlisis y desarrollo de ecuaciones polinémicas, racionales, con valor absoluto, logaritmicas y exponenciales, que
le permite al lector tener una herramienta para el desarrollo del razonamiento matematico y obtener resultados que
pueden ser aplicados a problemas de la sociedad.

En el cuarto capitulo se presenta las desigualdades que, en su origen, fueron utilizadas para establecer cantidades
superiores, inferiores, maximas o minimas. Posteriormente, se han realizado varios estudios sobre las mismas y en
la actualidad se tiene textos exclusivos para su analisis. En este capitulo se trabaja en los métodos de solucion, las
diferentes formas de representacion de sus resultados y en el andlisis numeérico y grafico del conjunto solucion. El
objetivo es permitir al estudiante diferenciar la desigualad de una ecuacion, reforzar la practica en sus operaciones
y comunicar el resultado de manera eficiente para que pueda ser aplicado en situaciones concretas.

Finalmente, en el quinto capitulo, se trabaja la recta como un lugar geomeétrico, sus caracteristicas y formas de re-
presentacion. Se estudia a la recta como funcion y se brinda la apertura de trabajo de la ecuacion lineal con formas

graficas, ademas de sostener la practica en los criterios de representacion, andlisis y calculo en los problemas del
entorno social.

Los contenidos desarrollados estan disenados bajo los siguientes objetivos didacticos:
e Presentar una estructura clara y precisa de los contenidos utilizando mapas mentales y conceptuales, asi como

resimenes de conceptos y propiedades.

e Relacionar la aritmética, geometria y dlgebra, como una herramienta que contribuya al pensamiento matema-
tico.

e Integrar el conocimiento matematico a situaciones concretas.

Valorar la matematica como instrumento Util para comprender el mundo que nos rodea.

Hemos realizado este trabajo como un conjunto de saberes y aprendizajes que recopila actividades visuales y
descriptivas para el lector. Nuestra experiencia como docentes, durante estos Ultimos 15 anos, nos ha dado la
certeza de que el estudiante estimula su aprendizaje cuando las herramientas que usa son visualmente amigables
y proyectadas hacia una aplicacion, y esto es lo que proponemos en el presente documento, por tanto, esperamos
que sea una base solida de apoyo para todo estudiante de nivel superior.

Los autores



CAPITULO 1 : Fundamentos

Objetivos:

1.1, Indentificar, conocer y aplicar propiedades de
los nUmeros reales.

1.2, Simplificar expresiones con el uso de propie-

dades de exponerles y radicales.

Comprender la definicion de valor absoluto.

Operar y simplificar expresiones algebraicas.

—
W

Contenidos:

En este capitulo el estudiante encontrara los siguien-
tes contenidos:

Clasificacion de los nimeros reales.
Representacion grafica de los nimeros reales.
Propiedades de los nimeros reales.
Conjuntos e intervalos de nimeros reales.
Propiedades de exponentes y radicales.
Conceptos de valor absoluto.

Expresiones algebraicas.

Reseia historica:

Segun Arjona (2017), los seres humanos, para so-
brevivir, hicieron uso de la caza, pesca, recoleccion
de plantas silvestres y luego criaron animales, todo
esto con el uso de instrumentos de su creacion, que
fueron desarrollando. Luego de un tiempo, el ser hu-
mano se Vio en la necesidad de crear objetos que
determinaran cantidades, para asi acoger técnicas
que le permitieran saber si sus reservas aumentaban
o disminuian. Arjona sefiala que, aproximadamente
5000 anos atras, las agrupaciones de seres huma-
nos ya hacfan uso de jeroglificos para el conteo, y
se piensa que los pioneros de este método fueron
los Egipcios.

Personaje:

Leonhard Euler

Leonhard Euler fue un matematico nacido en Suiza, en
1707 vy fallecido en San Petersburgo, 1783 (Biografias
y vidas, s/f).

Euler tuvo habilidades con los ndmeros desde muy
pequefio, y a los 13 afos ingreso a la Universidad de
Basilia. Fue amigo de familia Bemoulli, quienes, en ese
tiempo, ya se consideraban los matematicos mas im-
portantes de Europa. Recibi¢ tutorfas con Johann Ber-
noulli que fue de gran influencia sobre el desarrollo ma-
tematico de Euler ya que encontré en él un gran talento
para los ndmeros. En 1726 concluyd con su doctorado
que tratd sobre la propagacion del sonido.

Euler trabajé en la Academia de Ciencias en San Pe-
tersburgo. En 1741 trabajo para la Academia de Berlin,
lugar en el que redacté mas de 300 articulos y algunas
de sus principales obras en teorfa de ndmeros, funcio-
nes matematicas, geometria, trigonometria y fisica. A
él se le debe la modemidad de representar términos
matematicos v fisicos en aritméticos. Por causa de su
excesivo trabajo, perdid parte de su vision, pero esto
no tuvo influencia en la maxima calidad de sus trabajos.

Luego de su muerte, comenzd un importante proyec-
to para la publicacion de la totalidad de sus escritos
clentificos, que se compone de mas de 700 articulos y
tratados; todo esto lo convierte en el matematico mas
productivo de la historia.



CAPITULO 1 : Fundamentos

Dato Curioso

Uno de los conceptos fundamentales de las ma-
tematicas es el nimero y surgié en la antigliedad
ampliandose y generalizandose con el tiempo.

Los nimeros reales se inventaron para cumplir
con necesidades especificas. Por ejemplo: con-
tar, describir deudas o medir ciertas distancias.

llustracion 2
Ubicacion de nimeros enteros en la recta real.

7 Representacion de nimeros en la recta real.ggb
Archivo Edita Vista Opci i Ventana Ayuda

] 4 wb-@@\‘g\,mw

> VstaAlgebralc > Vsta Grafica
® A=(-2,0)
® B=(1,0)
® D=(1,0)

»O
1O
-Q

Fuente: Geogebra 2017

Nota

Puede descargar el programa Geogebra en el
siguiente enlace:

https://Geogebra.softonic.com/descargar

1.1. Niumeros reales

Los ndmeros reales se pueden expresar por medio de
puntos en el eje numérico:

llustracion 1 Recta real.

Eje numérico

Una direccion positiva

El punto O (cero) se y negativa se indica
denomina origen de con una flecha dirigida
valores positivos y hacia la derechay la
negativos. izquierda respectiva-

mente.

Por lo general se representa el eje numérico dispuesto
de forma horizontal, y se toma como valores positivos
a los numeros que estan a la derecha del origen O, y
como valores negativos a los que estéan a la izquierda
del origen O.

Dos numeros reales diferentes estan representados en
el plano por dos puntos, o dos lugares diferentes; esto
quiere decir que cada punto del eje numeérico le corres-
ponde un solo nimero real. Adicionalmente, entre dos
ndmeros reales o puntos en el eje numérico, siempre
hay otro ndmero real.

Los numeros reales forman un conjunto deno-
tado con el simbolo R, vy los subconjuntos que
contiene son nUmeros racionales e irracionales,
numeros enteros y nUmeros naturales (Stewart,
2009).

N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,.}
Z={.—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}
Qz{%,aEZ;bEZ;bth}

I = no se puede expresar como cociente de dos
nimeros enteros.



llustracion 4
Clasificacion de los nimeros reales.

llustraciéon 3
Construccion geométrica y ubicacion de los reales

en la recta real.

Reales (R)
2
.l
Racionales (Q) Irracionales (1)
a Decimales no
{T’aEZ;bEZ;b;tO} periddicos
T V2, @.

Fraccionarios

Enteros (Z
@) (Racionales no enteros)

Naturales (IN) Decimales exactos
I (Enteros positivos ——
( P ) 0.25; 2, -135,..
15 Ze 81 °
—
Fuente: Geogebra 2017
Decimales
— Cero 0 ———  periédicos puros
-0,6; 0,25; -2,8, ...
llustracion 5 Enteros Decimal
Construccion geométrica de un nimero irracional v/2 megativos joecimales
L - periédicos mixtos
—23,- % - Jea, .. 0,235; - 4,23; 3,215, ...

15

d C
1
L De las ilustraciones 3y 5 se puede determinar que:

9

o8 V2 =1,4142...

. o V3 =1,7320...

rn Y n V5 =2,2360...

e V8 =2,8284...

representan nUmeros irracionales, y su representacion
geomeétrica se encuentra en el eje numerico.

El nimero irracional se caracteriza por tener un valor
que tiene un ndmero infinito de decimales no periddi-
Cos, por ejemplo:

Fuente: Geogebra 2017
1+ 5
2

a. =1,618033988749...

b. 3 x42 =2,4494897427...




Recuerda que:

Numero periddico puro:

_3-0
a. 0,333...= 9
3
0,333... =—9
7—0
b. 0,777...= 9
7
0,777..=——
9
_323-3
C. 3,2323...= 99
320
3,2323...= 99
NUmero periodico mixto:
_ 51754 — 517
d. 5,175454.. =9900
51237
5,175454... =—9900
_ 327138 — 3271
f. 3,2713838... = 99000
_ 323867
3,2713838... = 99000

Errores y correcciones frecuentes

Error: 0,33 — Irracional
Correccion: 0,33 — Racional

Error: e —» Racional
Correccion: e — Irracional

Error: Todos los niimeros decimales infinitos
son numeros irracionales.

Correccion: Los nimeros decimales infinitos
pueden ser niimeros irracionales y racionales.

c. y(3") =15,588457268119...

o

m(pi) = 3,141592653589...

®

@ (phi) = 1,618033988749

-

e (ndmero de Euler) = 2,718281828459

Todos los numeros irracionales tienen infinitas cifras de-
cimales no periddicas y por o tanto no pueden ser ex-
presados como fracciones.

El nimero racional, es el que se puede escribir como
numero fraccionario tal que su razén tiene un ndmero
finito de decimales, por ejemplo:

15
=2 =75
2

Todos los nimeros racionales tienen forma decimal, a
esta forma decimal se la llama decimal periodico;
elemplo:

% =0,250000 = 0,250

Ejemplos de la clasificacion de los nimeros
reales:

1. Dado el conjunto de elementos:

{105, % 0.53, V7 ,— %}

Clasifica en:

a. NuUmeros naturales: 5 27 1
NUmeros racionales: —10,5 T 0.53, — 3
c.  Numeros irracionales: 7

<)

2. Escribe un visto (/) al conjunto numérico que cor-

responde:
N Z Q I R
121 N J N N
_2 /
5 Y v
1
_TT[ N,
V2 y y




Ejercicio 1.1: NUmeros reales

1. Completa:

Numero
inverso

Numero

Numero
opuesto

p
— 5(q%0
q (q#0)

2. En el siguiente ejemplo, escribe en orden el nu-
mero entero anterior y el que le sigue.

1

a. 4 b.—4 «c 6,5 d'_3T

3. Escribe <,>,= segun corresponda:

4

1 2 2
2 22— - —
a > [] 3 b.—2 3 L ]-2

13

1
4501405 d3——
c45[ ] 4 4

4. ; Determina qué nimero se encuentra en la mitad de:

1 1

a.35y7 b —TyT

[] (]

5. Escribe el nimero que representa cada flecha.

] D?D (1] m
#_1¢ v ¢0¢ “““ 1¢ v

6. Ubica los siguientes nimeros en la recta real.
Puedes utilizar el programa Geogebra o un vi-
sualizador gréfico.

7. Clasifica en nimeros naturales, enteros, racionales
e irracionales los elementos de los siguientes con-
juntos:

a{0,-10, 50, % 0.58,0.111, %}

M w5 201, 56
b'{ 3 ) ( 25); 2 ’ \/glel 45

3%}

8. Pon un visto () al conjunto numérico que corres-
ponda cada connotacion.,

.3
4

9. Determina la forma decimal de los siguientes nime-
ros racionales.

10. Determina la fraccion simplificada de los siguientes
ndmeros decimales.

a. 025 b. 1,3
b. 265 e. 1,3

c.-0,65
f. 1,24

11. ,En qué casos es un numero racional mayor que
SU opuesto, y en qué casos es menor que su
opuesto?

12. Escribe en palabras 1o que representa cada literal.,

a. a>0

b. a<-3

c. —8<a<3

d. Un dfa determinado, las temperaturas de Qui-

to han sido mayores a 12° C y menores a 18° C.
Escribe las temperaturas que se han registra-
do en este dia en forma de intervalo.

sojuswepuny : T OTNLIdVD



CAPITULO 1 : Fundamentos

Recuerda que:

Para cada ndmero real existe un inverso aditivo,
de tal manera que la suma del nimero con su
inverso aditivo es cero.

at+(—a)=0

Para cada ndmero real distinto de cero existe un
inverso multiplicativo, de tal manera que la multi-
plicacion del nimero con su inverso multiplicativo
€s uno.

Stewart, 2009

llustracion 6

Construccion grafica de multiplicacion de fracciones.

Multiplicacion de fracciones

a b ab
—_ = = —
2 2 4

Procedimiento en geogebra

* Graficar una semicircunferencia de A hasta B
* Graficar una semicircunferencia de B hasta C
* Crear un deslizador “a* de (-10a 10)

* Crear un deslizador “b” de (-15a15)
* Colocar la coordenada en el punto C(a/2*h/2,0)

Fuente: Geogebra 2017

1.1.1. Propiedades de los numeros reales

Propiedades de numeros reales:

1. a+b=b+a

2. ab=ba

3. (@+b)+c=a+(b+c)
4. a(bc) = (ab)c

5. a(b+c)=ab+ac

Propiedades de fracciones
(conbyd=%0):

1 a c _ ac
' b d bd

a ., ¢ _ ad
2 b~ d  bc

a c _a+c
3 Tty T

a ¢ _ad+cd
4 b~ d _ bd
5 ac _ a

bc b
6. %znoexiste

Leyes de signos:
1. —1(c)=-—c
2. —1(c+d)=—c—d

3. —1(-0o=c



llustracion 8
Construccion de un intervalo.

Vil Vil v =—V)| ol | Rl || =v| L |
» VistaAlgebraica [X| | ¥ Vista Grafica

- Inecuacion ] ACY
@ a: —1<x<5
Texto

e .

1] 2 4

Colocar en entrada: -1<x<5

Ir a preferencias: en Estilo dar click en mostrar en x

Q Preferencias - Conjunto o intervalo... X

THIKEE @ %

Basico EjeX EjeY Cuadricula

M Ejex

[ Nimeros en gradaciones

[ solo direccién positiva

[] Distancia:

Gradaciones:| | | | v

Etiqueta: ;’ﬁl

Interseccién en:lE] O
>

< >
Entrada:{

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 9
Interseccion de dos intervalos

€7 Interseccién de intervalos.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

ELA-ENOE<N

o

Vi

» Vista | | v Vista Grafica
Inecuacién | | ACY
@ a: —1<x<8
®b:1<x<9

@ c:-1<x<8A1<x<9
Texto

TP 85

Colocar dos entradas: ay b

Colocarenlaentrada:aAb
(Para intersecar los dos intervalos)

Colocar en propiedades:
Estilo, mostrar en x

Fuente: Geogebra 2017

1.1.2 Conjuntos e intervalos

Se utiliza la recta numérica para determinar conjuntos e
intervalos:

llustracion 7
Representacion de valores en la recta numérica:

1,4

57 -1,5
10

En la siguiente tabla se ilustran los tipos de intervalos.

Grafica N?tacmn de Desigualdad
intervalo
A B
- [AB] A<f<B
é B (AB] A<f,<B,
f1
A B
3 ° [A,B) A, <f,<B
fZ
3 5 (AB) A<f<B
f

Tabla 1: Tipos de intervalos

En el primer segmento se muestra un intervalo cerrado
en el que se incluyen los dos extremos. En el segundo
segmento existe un intervalo semiabierto en el que se
incluye el segundo extremo y el primero no. En el tercer
segmento se tiene un intervalo semicerrado en el que
se incluye el primer extremo vy el segundo no, en el Ulti-
mo segmento se tiene un intervalo abierto en el que se
excluyen los dos extremos.



Dato Curioso

No existe nimero mihnimo ni nimero maximo en un intervalo
abierto.

Todo intervalo contiene un ndmero infinito de Ndmeros; cual-
quier punto en la gréfica de un intervalo corresponde a un
ndmero real.

En el intervalo cerrado [a,b], el nimero minimo es a 'y el maxi-
mo es b, pero el intervalo abierto (O, 1) no contiene ndmero
miNimo o Maximo.

Para ver esto, observa que 0.01 es cercano a cero, pero
0.001 mas cercano, 0.0001 es todavia mas cercano, y asf
sucesivamente.

Siempre podemos hallar un nimero en el intervalo (0, 1) mas
cercano a cero que cualquier nimero dado. Como O no esta
en el intervalo, el intervalo no contiene un ndmero MiNiMo.

Del mismo modo, 0.99 es cercano a 1, pero 0.999 es mas
cercano y 0.9999 es todavia mas cercano, y asi sucesi-
vamente.

Como 1 no esta en el intervalo, el intervalo no tiene ndimero

maximo
."

(Stewart, 2009).

0 0.0001 0.001

llustracion 10
Suma de nimeros reales con el uso de valores dinamicos.

€2 Suma de reales posivos en geogebra.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

ElpuntoFeslasumadeA + D

Se creatres puntos A,DyF.

Se crea un deslizador “a” para variar Ay
“b" para variar D.

F es la suma de dos reales positivos.

Fuente: Geogebra 2017

Ejemplos de propiedades de los rea-
les, conjuntos e intervalos:

1. Aplica las propiedades de la ley de signos.

—5(= 10 + 15)
=(=5)(=10) + (= 5)(15)
=50 + (= 75)

=25

2. Expresa los intervalos en forma de inecua-
cién o viceversa.

Intervalo Inecuacion
(1,5) 1<x<5
(1,5] 1<x<5

(—=3,0) -3<x
1 1
- <
[ 2 ’°°) 2 =*

3. Aplica las propiedades de los nimeros reales.

a LGoexiste
0
4 c _4+c
b7t ="
"3 4 12 12
0
d —=0
6

4, Calcula el resultado de los siguientes ejer-
cicios:

Sl -t

=52l ()
-l 4
-3l
(3]

-1 ()



Ejercicios 1.1.1 y 1.1.2: Nameros reales
1. Calcula el resultado de los siguientes ejercicios

o 3l -]

b.12—6 [%+%(%+%) 2]

2.

En la primera columna se muestra la expresion
en forma de intervalos. Representa en forma de
inecuacion y gréfica.

Intervalo Inecuacion Grafica

(=15)

(-11,5]

(1,00)

(-0,10)

(1,)

(2.0

[=5,~1]

8+05
440,25 1

4 +0,1(5) 1406
kK 4 [——
240,25 1

2
1 =
Tt

3.

6.

Como jefe de ndmina de una empresa de publici-
dad, se deben calcular las horas trabajadas por un
grupo de empleados. Si trabajaron 3 meses y 13
dias. ¢ Cuantas horas trabajaron’? Considera que un
dia tiene 8 horas laborables y un mes tiene 20 dias
laborables.

Para una campana publicitaria submarina se con-
trata a un buzo para tomar fotos de unas ruinas
a diferentes profundidades y con la siguiente se-
cuencia: Primero baja a 150 m de profundidad;
luego sube a 75 m de profundidad; posteriormente
baja 20 m, y finamente sube 40 m. Indica a qué
profundidad se encuentra al final de la secuencia.

En la biblioteca de un colegio 1/3 de los libros son
sobre Matematica, la quinta parte corresponde a
Mercadotécnia y 1/9 parte de los libros corres-
ponde a Comunicacion. ;Que fraccion del total de
libros en la biblioteca corresponde a estas tres ca-
tegorias?

En el siguiente ejemplo (7+0)(6-40), ;qué se puede
decir del cero?

Tres jOvenes jugaron un videojuego tratando de
obtener todo el tesoro. El primero obtuvo 1/3 del
tesoro, el segundo 4/9, y el tercero 4/18. ;Quée
cantidad del tesoro obtuvieron los tres jugadores
y cual fue el participante que gand la mayor parte?

sojuswepuny : T OTNLIdVD

11



CAPITULO 1 : Fundamentos

12

llustracion 11
Representacion geométrica de la potencia.

pciones Herramientas Ventana Ayuda

>]c]lC]<)

v
v Vista Grafica
| fiCv

yxv ABC Q»v

o

Representacion geomeétrica de la potencia.

AE x AF=AH x Al=k
k = (AJ)?

Fuente: Geogebra 2017

1.2 Exponentes y radicales

Las expresiones con exponentes y radicales
son aquellas en las cuales se tiene un expo-
nente racional de la forma a™ ; donde n pue-
de ser 1 o diferente de 1, sin incluir el O, las
propiedades de exponentes son las mismas
que las propiedades de los radicales.

(Stewart, 2009)

Exponentes enteros
Si x es un numero real cualquiera y n es un entero
positivo, entonces:

X"=X-X-X-X..X (n factores)

Donde x se denomina base y n es exponente.

Las propiedades de los exponentes son:

8 X:l = x™"
X

3 (Xm)n = xmn

4. (x-y)=x"y

o w1
——~
‘<‘>< k<‘><
N— N—

N 5

Il Il

x‘% <%

~N
—
P
~—
Il
[N

Para entender de forma mas sencilla el comporta-
miento de un exponente numeérico fraccionario, se
debe observar las siguientes propiedades:




Errores y correcciones frecuentes

Error: x™ - x" = x™n
Correccion: x - x" = xntn

Xm
Error: ——=x"/"
X
m

.z X
Correccion: o X

0

Error: XO =X
y y
0
Correccion: X—O -4 1
y 1

Error: %= 0

.z X q
Correccion: o= no existe

Errores y correcciones frecuentes

Error: ya+b =v/a+/b
Correccion: ya+b =ya+b

Error: /a—b =ya—b
Correccion: Yya—b =ya—b

Error: Ja’+b’=a+b

Correccioén: y/a’+b’=ya’+b’

Error: ya’—b’=a—b

Correccioén: ya’—b’=ya’—b’

Error: /1/a =a*
Correccion: "/1/a =a~

"\/; =b significa b"=a;

si "n" es par, debemos tener a>0yb =0
Exponente racional: a* = /a

si "'n" es par, debemos tener a>0yb >0

Las propiedades de las raices son:

4. (y/a) =a;sia =20
5. %/a"=|a|;sinespar

Ejemplos de operaciones con exponentes
y radicales

o 1 1
a. (—6) _<(—6)2>_36

92 1
7: 92'7 = 9'5= ?

7\ _(3) _ 243
“ 13 )7\ 7) = 16807

d. 2°0.25=205=25

b.

e. x1.x5=x1=x*

13
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Ejercicios 1.2: Radicales y exponentes

1. Calcula el resultado de:

2. a. Calcula y simplifica la siguiente expresion:

4+05 1406 ... 5
2+025 (1+0,4)" +(1=0.5)

b. Determina a qué conjunto de ndmeros
pertenece el resultado del literal a.

c. Ubica en el plano "x", el resultado del literal
a, Utiliza un visualizador gréafico.

3. Calculay simplifica la siguiente expresion:

0,25 (ﬁ +0,01-25 +%)

4. En la siguiente expresion, determina quée va-
lor no puede tomar la expresion resultante
para que se mantenga en los reales.

2 7

a’sa
3

a’s

5. Simplifica las siguientes expresiones utilizan-
do propiedades de exponentes.

1 2

. x+1Dex*+1) 3
: 1
x*+1)2

2x+3+ 2x+1_ 2x

b' 2x+1 4L 2%

6. Analiza el resultado de la expresion:

(=5u’)?
(—5u)?

Si u toma los siguientes valores:

au=0 b.u=1

7. Utliza las propiedades de exponentes y resuelve
las siguientes operaciones.

Nota: a,b,c,d,z son constantes,

a=1 b=2 c¢c=-1, d=0 y z=3.

a. (3a)*? b. (27 z?)°
0°b 5d !

C. c d. (?)

e.[-(32))° f. =35

8. Escribe en forma exponencial los siguientes ejem-
plos:

a. \/E b. \/? c. /5x°y’°

9. Calcula y simplifica los siguientes ejercicios.

— 225 /4

a. — 64 b- 16 C. 9

4 _ /016 o [150a’b ¢ /125D
0,25 c? z

6.6
g /150)1(2X h. /25X2y325
y

81 .81 _ 25
- X

16 16 ~ 4 100
_ X

.5 4

j. 34192 —104/108 — 84/ 48

k 4v/a—5/8—10y/48a=2



llustracion 12
Representacion geomeétrica del valor absoluto
en geogebra.

€ Valor absoluto de un nimero.ggb
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» Vista AlgebXl | ¥ Vista Grafica

Funcién ACY

o f(x) =|

Punto
A=(1,1)
B=(2,2) F
C=(3,3)
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Errores y correcciones frecuentes
Errores: |x + a| = |x|+]a|

Correccion: [x + a| = |x + a|

Errores: | —x—b|=x+b

Correccion: | —x—b|=| —x—Db]|

1.3: Valor absoluto

El valor absoluto de un ndmero es un nUmero positivo
0 cero, es decir no es negativo. En términos geomeé-
tricos el valor absoluto de un ndmero |b| es su dis-
tancia desde cero sin importar el sentido de la misma.

sojuswepuny : T OTNLIdVD

(Lous Leithold, 1982)

Por definicion de valor absoluto, si b es un nimero
real, entonces:

logey

NIV
[es)en)
——

=3

1% R%]

Propiedades de valor absoluto

Propiedades Ejemplo
1. |a]=0 |-2]=220
2. |a| =|-al 6] = |- 6]
3. |ab| =|a| |b| |=3-4]=1[-3] |4]
4 |2a|ola ’15 _ 151
b| b -5 |-5]

Ejemplos de valor absoluto

a. |3]=3

b. |-5|=—(-5)=5
c. [6=8]=—(-2)=2
d [1-5]=-(-4)=4
e. [2—(—8)|]=10

)

Ejercicios 1.3 “Valor absoluto”

=

1. Evalla cada una de las expresiones:

a. |[=6] — |4l b. |2 —]-12]]

a —1

e. —1—|1—1-1]|
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Errores y correcciones frecuentes

En este tema es importante tener claro el si-
guiente concepto:

Término semejante es toda expresion algebraica
en la cual todas las variables y exponentes de
estas son iguales, los coeficientes de estas va-
riables pueden ser diferentes.

Error: x* + x + 2x* = 4x°
Correccion: x> + x + 2x> = 3x* + x

Error: —x+x=1
Correccion: —x+x=10

Error:a—b V/x=(a-b) vx

Correccion: a — b \/; =a—b \/;

llustracién 13
Resta de polinomios mediante areas en geogebra

€ resta de éreas con polinomios.ggb
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Fuente: Geogebra 2017

1.4 Expresiones algebraicas

En las expresiones algebraicas se tiene una variable
para representar un NUmero o un conjunto de NnUmeros,
las variables que se utilizan son generalmente "x,y,z",
debido que son las letras que menos se utilizan en el
idioma francés. Estos ndmeros son elementos de los
reales y se los utiliza en combinacion de suma, resta,
multiplicacion, division, potencias, exponentes para ob-
tener una expresion algebraica.

(Stewart, 2009)

Ejemplos de expresiones algebraicas

3- Vx %

X*+x—2
y —

Polinomios

Un polinomio en la variable "x" es una expresion de la
forma:

ax"+a  x"'4+--+a xt+a x%
n n-1 1 0
Donde a_ es una constante que pertenece a los nume-
ros reales y n es un numero entero No negativo.

En la siguiente tabla se muestra la variedad de polino-
mios:

Polinomio Tipo Términos | Grado
2x2+x—3 Trinomio| 2x%,x,3 2
x84+ 2x Binomio x8, 2x 8
x3 Monomio x3 3
2 2_ 2o _ | Cuatro |2 .7 2.2
= x’+3x*—3x—5 términos| § X ,3%%, 3% 7

Tabla 2. Variedad de polinomios

Combinacion de expresiones algebraicas
Para combinar expresiones algebraicas se aplica pro-
piedades de los reales, se tiene que combinar términos
semejantes, Por ejemplo:

4x7 4+ 3x7 — 3x - 2x = 7x” — 5x
Para realizar estas combinaciones se debe tener en

cuenta la ley de signos:

—(4x + 5x) = —4x — 5x = —9x



llustracion 14
Suma de polinomios mediante cajas en geogebra.
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Fuente: Geogebra 2017

llustracion 15
Construccion de un binomio al cuadrado con des-
lizadores.

€2 binomio al cuadrado en geogebra.ggb
Archivo Edita Vista Opci , i Ayuda
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Fuente: Geogebra 2017

Ejemplo de adicion y sustraccion de
polinomios:

a. (X —6x43x)+(4x3+ 7x* 4 5x)=(x*+ 4x°) +

(—6x%+ 7x*)+ (3x + 5x) = 7x* + x>+ 8x
b. (x*— 6x*+ 3x) — (4x*+ 7x* + 5x)

=(x3— 4x%) + (—6x* — 7x?) + (3x — 5%)
=—3x>—13x* — 2x

Foérmulas para productos especiales

Productos notables

Si Ay B son nimeros reales o expresiones algebraicas,

entonces:

1. (A+B)(A-B)=A?—B?
2. (A+B)?=A?+ 2AB + B?
3. (A—B)>=A’—2AB+ B?
4. (A+B)*=A%+3A%B + 3AB?+ B?
5. (A—B)*=A%®—3A’B + 3AB? — B?
6. (A+B)(A’—AB+B?) =A%+ B?

7. (A—B)(A*+AB+B?)=A*— B’

Ejemplo de multiplicacion de expresiones
algebraicas:

1. (xy)(2x +y?) = 2x%y + xy?

2. (x—=3)=x*-3x*(3) +3x(3)*+ 3 =x>—9x?

+27x + 27

3. @Vx +9@Vx —y)=@Vx)-yi=

4x —y?
4. (%x+ \/;)2=% x)2+2(%x«/;)+
(\/;)2=%x2+x y+y
8

5. (%X + y)(%x2 —% Xy + yZ) = ﬁxs +y3

17



llustracion 16
Construccion de un binomio al cuadrado, ejemplo 6,
literales: a, b, ¢, d.

€2 Construccién de un binomio al cuadrado_a_b_c_d.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Ventana Ayuda
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Fuente: Geogebra 2017

llustracién 17
Construccion de un binomio al cuadrado, ejemplo
6, literal:

€ Construccién de un binomio al cuadrado_f.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Ventana Ajuda
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Fuente: Geogebra 2017

llustracion 18
Construccion de un binomio al cuadrado, ejemplo
6, literal: g, h.

Fuente: Geogebra 2017

18

6. Realiza la construccion de un binomio al cuadrado

en Geogebra, sigue el siguiente proceso:

a. En el siguiente enlace accede al programa:
https://Geogebra.softonic.com/descargar

b. Envista gréficay algebraica, a través de la barra
de herramientas, coloca los siguientes puntos:

A(Ly)yB(1Ly,)

c. Crea un deslizador “a”, da un valor minimo de 3
y maximo de 10 con incremento de 1.

d. Renombra el punto B(x(A) + a,y(A)), para que
el punto B se mueva, observa la ilustracion 20.

e. Coloca un punto C(x(A),y(A)) + a; seguido de
un punto D(x(B),y(C)).

f. Unelos puntos en direccion contraria a las ma-
necillas del reloj mediante la opcion poligono,
observa la ilustracion 17.

g. Ubica cinco puntos mas E,F,G, junto con un

deslizador “e”, con un valor minimo de 2 y maxi-
mo de 10 con incremento de 1.

h. Crea los siguientes puntos:

E=x(C)+ey(©)
F=(x(E),y(E) +e)
G=(x(D),y(M)
H=(x(A),y(®)
[= (x(E),y(A)

Si se varia los deslizadores, se observa la ilustracion
18.



llustracion 19
Grafica de factoreo por cajas.
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Fuente: Geogebra 2017

llustracién 20
Gréfica de un trinomio cuadrado perfecto.
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Factorizacion

Factorizar una expresion algebraica significa de-
jar a la expresion en producto de términos mas
simples.

(Stewart, 2009)

I Factorizacion ﬁ

E=-y)=x+yE-y)

De la expresion anterior, se concluye que
(X + y)(x —y) son factores de (x* - y?)

El caso mas sencillo de factorizacion se da
cuando los términos tienen un factor comun, por
ejemplo:

2% +4x+2=2(x*+2x+1)
Donde "2" es el elemento comtn

2x%y + xy°® = x y(2x* + y?)
Donde "xy" es el elemento comun

8x*y?+ 6x3 y3 — 2xy* = 2xy? (4x°+ 3%’y — y?)
Donde "2xy?" es el elemento comn

Férmulas de factorizacion especial

Si Ay B son numeros reales o expresiones alge-
braicas, entonces;

1. A’B—AB?=AB (A—-B)
Factor comun

2. A°—B*=(A+B)(A—B)
Diferencia de cuadrados

3. A%+ 2AB + B*= (A+B)?
Trinomio cuadrado perfecto

4. A?—2AB+ B?=(A-B)?
Trinomio cuadrado perfecto

5. A3+ 3A’B + 3AB?+ B®*= (A + B)?
Factor comun por agrupacion y trinomio
cuadrado perfecto

sojuswepuny : T OTNLIdVD
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llustracion 21
Gréfica de un gjercicio de factoreo

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 22
Area subrayada a factorar
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6.

7.

8.

A’ —3A’B + 3AB>—B*= (A —B)?
Factor comun por agrupacién y trinomio
cuadrado perfecto

A+ B*= (A + B)(A’— AB + B?)
Suma de cubos

A3 —B*= (A—B)(A’ + AB + B?)
Diferencia de cubos

Ejemplos de factorizacion de polinomios

Factorizacion de diferencia de cuadrados

x+y)—zZ2=x+y—z)(x+y+72)

Diferencia de cubos

27x3— 1= (3x— 1)(9x*+ 3x+ 1)

Factor comun por agrupacion

CHXHAX+ 4= +x)+ (Ax+4) =
XX+ +4E+1D)=x+1D*+4)

Factoreo aplicado en lugares geométricos

Cada semana se corta el césped de las ori-
llas de un terreno de forma cuadrada ubi-
cado en un centro comercial. El resto del
terreno permanece intacto como area ver-
de. El terreno mide a metros por a metros
y la franja podada es x metros de ancho. El
grafico se muestra en la ilustracion 22.

Explica por que el area de césped cortada
responde a;

a’— (a— 2x)?
Factoriza la expresion del inciso anterior

Resolucion: El area resultante se debe a la
resta de polinomios referente al éarea mayor,
que es area total del terrero menos el area
menor que es el area del césped sin cortar.

Af = Area a factorar

Af = a%*— (a — 2x)?

Af=[a— (a—2x)][a+ (a+ 2x)]
Af=4x (a—x)



Ejercicios 1.4 Expresiones algebraicas

1. Realiza las operaciones y simplifica:

a. 4(x*—3x+5)— (x*—2x+1)
b. 2(2-50)+(t —1)— (t'— 1)
c. 5Bz—4)—(22+2)—2(z—-3)
d. (3t—2)(7t—"5)

e. Vz(z—vz)
o)

g (4z—30)(2z + 50

h. (2’ —b?)(a? + b?)

k. (Yh®+1 +1)(-1+ vh*+1)
L (1+a%)
m. (1-—2y)?

n. (2x*—3y?)?

o (Z+x-1)2x—-x+2)
s. X'y —y)E+xy+y?)
t (@+b+c)a—b-0)
w (1+a%)

v. (1-Db)2(1+b)?

wo (7 4+57)(¢7 4 57)

x. (a—2b)?

y. (xy+y?)?

2. Resuelve:

a. Lasuma de los siguientes polinomios y encie-
rra con un circulo el coeficiente lider del polino-
mio resultante.

(—iw2 2w —i) + (%w2 +%w3 +w— 9)

b. Si"w" es una constante igual a cero jcudl es
el valor resultante”?

c. Redisena un polinomio que sea equivalente en
resultado al polinomio del literal a.

3. Genera el polinomio de cada gréfica:

4. En Geogebra, construye el lugar geometrico de la

siguiente ilustracion, y escribe el area sombreada
en producto notable.

€2 ejercicio de producto notable.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Factoriza la siguiente formula que corresponde
al volumen del cascaron cilindrico de una alcan-
tarilla;

V = R*h — ntr*h

Aplica la formula de las diferencias de cuadra-
dos para factorizar 172 — 162 Observa que es
facil calcular mentalmente la férmula factoriza-
da, pero es dificil de calcular la formula original.
Evalla mentalmente cada siguiente expresion:

a. 528%2—5272
b. 1222 —-120?

c. 1020°-1010°

Aplica la férmula de productos notables.
(A+B)(A—B)=A?—-B?
para calcular los productos:

a. 79x51

b. 998 x 1002

Factora totalmente las siguientes expresiones:
a. —2y+1ey

b. y(y—6)+9(y—6)

c. (@+2)*-5@+2)

d. 8w?—14w—15

e. (Bt+2)24+5(3t+2)+12

f. 6s*+ 11y —21

g. 2(a+b)*+5@+Db)-3

h. 9w?—-16

i (x+3)-4

22

a. 8s®—125t¢

b. a®+4a’+a+4

c. 3a*—a*+6a-2

d —-9a%-3a’+3a+1

e. y+y'+y+1

f. 9x?—36x—45

g (P+ta*-(p-o°

h. <1+%>Z—<1—%)2
i (b*—1)b*—4(Db*-1)
j. tt—8s?

k. t°+ 64

L (b2+1)2—7(*+1)+ 10

Factoriza totalmente las siguientes expresiones:

m. (b?+ 2b)> — 2(b? + 2b) -3

10. Verifica si hay errores y justifica.

Expresiones
algebraicas

Justifica en el
caso de existir
error y corrige

3x(x—2)=3x— 2

3x? — 6x = 3x(x — 2)

(A2+b?) = (A +Db)?

6x* +7x — 5= (3x+5)(2x—1)

(s+w)— z2=s4w?—7?

(=)o)

11. Construye una caja de polinomios que correspon-
da a la siguiente expresion algebraica.

(Bx+5)(2x—-1)



Ejercicios de repaso

1. Determina el factor comun por agrupacion:

a. xX*+3x+4x+12

b. 24x?— 20xy + 30xy — 25y?
c. xy+7x—3y—21

d. xy—10+ 2y —5x

e. 5xy+10x+ 6y + 12

f. xy+y+i4x+4

g. 5x+45+xy+9y

h. 5x—50+xy — 10y

i. 8a®—6a’ + 12ab? —9b?

j. xy—>5yz+ 10x — 50z

k. 24cx— 12cy — 16gx + 8gy

2. Para factorizar los trinomios, primero determina
el factor comun, en caso de no ser posible el
polinomio es primo.

a. 6x*—6x—36

b. x®—x*—-56x

c. 2%’ —14x° —36%°

d. 3x3y®—6xy?—45x%y
e. 5x*y°+ 10x*y® — 75xy°
f. 3x*4+11x—20

g. 15y*+26y+8

h. 10z*+11z—-6

i. 1522 —-11z—-12

j. 6x2—x—57

k. 15y*—16y +4

. 3y*—17y+ 20

3. Factora las siguientes expresiones:

a. x?—4

b. 49x* —16
c. 64—w?

d. 49— 16x?

e. 4x*—25y?
f. 8la®-—4a

g. 100a* — 32b?

h. x*—16

4. Factora la suma o diferencia de cubos:

a w4+
b. uw—-v?
c. x2-8

d x*+64
e. 729+ 73
f. 64x3—1

g 1000y? — 343

h. 27x3—-125

5. Factora lo méaximo posible

a. x*+2x*—35x

b. 5x?— 60x + 5x°

c. 4t°—4t*— 48t

d. xy+10x— 8y —80
e. Xy—5yz+ 7x— 35z

f. 8x*+10x+ 12x+ 15

sojuswepuny : T OTNLIdVD
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Trabajo en clase con el docente.
Postula un ejemplo sobre el tema y desarrolla:

25p* — 20p3 + 4p?

16k® m — 40k? m? + 25km?

z? — 36

4a® — 49a

50x?y — 18y

4% — 4x?

64m? — 9n*

5x5 — 5x?

XX (x+3)-9x+3)
—3x3y — 2x? y? 4+ 5xy?
x*—729

X =1

54x* — 250xy?

875x% — 189x°



llustracion 23
Grafica de una funcion racional.

23 expresion racional ggb
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Fuente: Geogebra 2017

1.5 Expresiones racionales

Una expresion racional es una expresion fracciona-
ria donde tanto el numerador como el denominador
son expresiones algebraicas:

2X x3 x*—5
x>+ 5 x8 + 6% 3x*+5x+ 7

Dominio de una expresion algebraica

El dominio de una expresion fraccionaria son todos
los valores de la variable en el conjunto de los reales
gue hacen gue la expresion esté definida.

En la siguiente tabla se proporciona algunas expre-
siones basicas y sus dominios.

Expresion Dominio
1
< {x|x=+0}
Vx {x| x>0}
1
B {x|x>0}
Vx

Ejemplos de dominio de expresiones
algebraicas

Calcula el dominio de las siguientes expresiones:
1. x*+5x+6

Este polinomio esta definido para todo valor de x,
por o tanto, el dominio es el conjunto IR de los nu-
meros reales.

X
X*+5x+ 6

Primero se factoriza el denominador

X _ X
x*+5x+6 x+3)(x+2)

25
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Trabajo en clase con el docente.
Postula un ejemplo sobre el tema y resuélvelo:

Para que el denominador no sea cero

x+3)#00x+2)#0
X#+—-30x#*—2

El dominio de la expresion es {x | x # -3y x # -2}

J/x

x+6

Para que el denominador no sea cero

Xx+6#0;x+*—6

Ademas, se debe considerar que «/; >0;x=>0

El dominio de la expresion es {x | x # — 6y x = 0}



llustracion 24
Gréfica de simplificacion de fracciones en funcion de
propiedades.

¥ expresion racional con cajas.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Fuente: Geogebra 2017

Operaciones con expresiones racionales

Para simplificar expresiones racionales se factoriza
tanto el numerador como el denominador y se aplica
la siguiente propiedad:

Esto permite simplificar los factores
AC A
—~=-———| comunes del numerador y del deno-
BC B .
minador.
Para multiplicar dos fracciones se
A C AC . .
——=——| multiplica numeradores y denomina-
B D B
dores.
A C_
B D | Para dividir una funcion de otra, se
A D invierte el divisor y multiplicamos.
B C
A B ‘
f+f= Para sumar o restar expresiones ra-
A+B cionales se determina el minimo co-
C mun denominador (MCD) y se opera.
1. Simplifica:
X2 —4
x*+4x +4
x2—4 _ (x2)(x+2)
X+ 4x+ 4 (x+2)(x+2)

Para gue el denominador no sea cero
x+2)+#0

X # =2

El dominio de la expresion es {x | x # —2}

Luego se simplifican factores comunes:

(x—-2)(x+2) _ x-—2

x+2)(x+2)  x+2
2. Simplifica:

xX24+x—6 XX—x—2

XX—4x+4  3x+9

_ x+3)E-2)
T x-2)x-2)

x=-2)x+1)
3(x+3)

sojuswepuny : T OTNLIdVD
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Errores y correcciones frecuentes

Error: BﬁC =%+%
Correccion: B-|A-C = Bl_?_c

Error: A?—C =%

Correccion: AﬁC = A‘-?-C

Error: 213 =%+%
Correccion: AtB__4A + :

C+D C+D  C+D

rror: —-—= =5
Correccién-i;lei2
C A BC

Para que el denominador no sea cero

x=2)#0y (x+3)#0
X#2y x#-3

El dominio de la expresion es {x | x # 2y x # —3}

Luego se simplifican factores comunes:

_ Z+3)x—-2) -2)x+D

x—-2)(x—-2) 3(x+3)
_ (x+1)
3
3. Simplifica:
x-5 | x*-3x—4
x2—25 ° x*+10x+25
x—5 = xX*+10x+25
x?— 25 xX*—3x—4 =
x—5 ~ (x=5)(x+5)

x=5(x+5) E=-4Hx+1)
Para que el denominador no sea cero

x—5#0,x+5#0,x—4#0yx+1+#0
Xx#5x#—5x#4yx*—1

El dominio de la expresion es
{x|x#5x#*-5x#4yx+—1}

_ Xx—5 C x=5E+5)
T (x—=5)(x+5) x—-4)Ex+1

_ Xx—5
x=4HxE+1)
4. Simplifica:
1 _ 2
xt—1 (x+1)?



Trabajo en clase con el docente.
Postula un ejemplo sobre el tema y resuéhvelo:

Se factoriza el denominador

B 1 3 2
T x-DE+1D (x+1)?

Para gue el denominador no sea cero

x—1#0yx+1+0
x#lyx#-1

El dominio de la expresion es {x | x # 1y x # —1}

Se determina el MCD vy se opera

_ xx+1D-2xx-1)  x+1-2x+2

x—1)(x+1)?  (x—1)(x+1)?

3—x
x-DE+1)?
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Ejercicios 1.5
Expresiones racionales

1. Determina el dominio de las siguientes expre-
siones.

a. 4x*—10x+3

2x+1
b, =& —
X —4
c. Vvx+3
2s*—5
d 3516
a’+a
e a’—a
¢ 2t3—t2— 6t
’ 2t2—7t+ 6
1—v?
g vi—1
1
h.
1-b
) c+ ¢?
L c2—2c—-3
1+x
) x*+5

2. Opera y simplifica las siguientes expresiones.

Escribe las restricciones para que la expresion

sea definida.
a  4p-—-4  4p°
p 9p -9
b. 35 32
4 z?
C. Sy 4y +2
10y +5 3

d. x> —8x + 3x — 24
4%+ 7x+ 12x + 21

€. y3—343
y—7

30

£ t+1 7t
’ t—-t2+t —84t — 84
g 4a ) 6a+3
" Ba+4 5
h b?+ 7b + 10 _b2+11b+18
" b2+ 14b + 45 b%+4b + 4
i x*+11x+ 28 x% + 8x
" x*+15x+ 56 x* —2x — 24
. vi—10v+24 v:i—9
b 3v—18 v2— 16

Opera y simplifica las siguientes expresiones. Es-
cribe las restricciones para que la expresion sea

definida.
2x? . x3
3 21
7’4+ 6z+ 8 7’2+ 2z
72+ 7z + 12 7+ 12z + 27

35x*+ 31xy + 6y

35x*— 9xy + 18y?

35x% + 32xy — 12y?

35x%*+ 12xy — 36y*

4 (-11)*?  2y-—22
2 ' 4
o 24x—24 _ 8x—8
9 ' 99
f x*—8x+16 . 7x—28
4x* — 16 x 21
g P’—-3p+pg—-3q ., p-3
8p? — 8q? 7p—7q
h X¥—6x+9 . 5x—15
8x — 24 40
i a’+12a+36 a’+ 6a
" a’+15a+54 a’+ 16a + 63
i 6ba—6 . 9a-9
a 7a?
K a?—9 | a*+6a+9
' 3a—3 a?+2a-3



Realiza la operacion y simplifica las siguientes ex-
presiones. Escribe las restricciones para que la ex-
presion sea definida.

9 7

21x 21x

5x+ 6 _ 4x + 4
x+2)(x—-10) x+2)(x—10)

2
X

+4

32 63
d.
8x + 9x

5x—9  10x—18

£ 2-x  2x-1
X—6 6 — X
g. 7y 7X

Xz_yz + y2_X2

h. 3 + 5
y:—=3y+2 yr—1

i X . 3

’ x2— 16 x2+5x+ 4

]- x>+ 24 8 —10x

" x4+ 5x—24 24 — 5x — x?

X+ 4 5x—1

k. x>+ 5x-6 + x*—3x+2

| m+5 5m-—6

" m?’+ 6m-—16 m?>+7m-—8

m Y+t y+D!
11

Realiza la operacion solicitada y simplifica las si-
guientes expresiones. Esribe las restricciones para
que la expresion sea definida.

2 3 4
a X +X—1 x> —X
b a _ 1 2
" a’—a—6 a+?2 a—3
1 2 3

b+1  (b+1? T bi-1

X _ ¥y
d. y X
1 1
X2 - y?
e. X- y
X Ly
X
a—b a+b
¢ a b
a—b a+b
+
b a

6. Responde en la casilla de la derecha verdade-
ro o falso segun corresponda:

Verdadero

Enunciado
o falso

a. Una expresion racional es
una expresion fraccionaria
donde tanto el numerador
como el denominador son
polinomios.

b. Eldominio de una expresion
algebraica es el conjunto de
los nimeros reales gue
se permite tener a la varia-
ble.

c. Eldominio de una expresion
algebraica es el conjunto de
los nimeros que se permite
tener a la variable.

7. Readliza el procedimiento necesario en el si-
guiente ejercicio para llegar a la respuesta co-

rrecta:
1 1
a+h a
L ——
-1
........................................... = a(__+h)

sojuswepuny : T OTNLIdVD
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CAPITULO 1 : Fundamentos

32

Si dos resistencias R, y R, se conectan en paralelo
(véase la figura), entonces la resistencia equivalente
esta representada por:

Rl
1 VW
1 I —
+
R, R, R,
WA

a. Encuentra el dominio y simplifica la expresion.

b. Si R;=10 ohmy R, = 20 ohm, /cual es &l
valor numérico de la resistencia equivalente?

Una empresa electronica determina que el costo
de la produccion de "n" tarjetas electronicas de so-
nido es 500 + 6n + 0,01n? ddlares.

a. ¢ Cual es el costo promedio en expresion racio-
nal de cada tarjeta electronica?

b. ¢Cuél serfa el dominio de la expresion encon-
trada en el literal @7



Resumen de operaciones con expresiones algebraicas (factoreo)

Binomios (2 términos)

Expresion algebraica

Expresion factorizada

Nombre

B 4a®b — 12a%*b?

4a?b(a — 3b?)

Factor comun

e a’-—b? (a+b)(@a—Dhb)

e 25p*—121w? (5p + 11w)(5p — 11w) Diferencia de cuadrados
- [-A2 (IEYANR(EEYAN!

e al-—Dbd (a—b)(a*+ ab +b?)

e 27m?—125n°

(3m — 5n)(9m?+ 15mn + 25n?%)

Diferencia de cubos

e a*+bd
e 64x3+y°

(a+b)(a>—ab+b?)
(4x + y)(4x*> — 4xy + y?)

Suma de cubos

Trinomios (3 términos)

Expresion algebraica

Expresion factorizada

Nombre

B 25x%*y® — 15x* y* + 45x2 y?

5x?y? (5y — 3x*+ 9)

Factor comun

e a’42ab+Db? (a+b)?

e a’—2ab+Db? (a—b)? Trinomio cuadrado perfecto
o 25x*—20xy? + 4y* (5x — 2y%)?

e x*+3x—54 x+9x-16)

e a’—17ab+ 72b?

(a—9b)(a — 8b)

Trinomio x* + bx + ¢

o 2x*°+5x-3
Xx—=—-1=-=x
2x = 3 =6Xx

5x

e 6a’—11ab-10b?
2a—>" 2b = 4ab
3a—" —5b=—-15ab

—11ab

x+3)2x—-1)

(2a — 5b)(3a + 2b)

Trinomio ax? + bx + ¢

Expresiones algebraicas de 4 o mas tér

minos

Expresion algebraica

Expresion factorizada

Nombre

B 18a% + 6a°> — 24a* — 12a°b

62 (3 +a’—4a—2b)

Factor comun

e 2px— 3py — 4wx + 6wy

(2px — 3py) — (4wx — 6wy)
p(2x — 3y) — 2w(2x — 3y)
(2x = 3y)(p — 2w)

Agrupacién

Factor comun
Factor comun

e x*—10x+ 25— 121p°

(x*—10x + 25) — 121p°
(x—5)2—121p°
x—=5+11p*)(x—5—11p?)
(11p*+x—5)(x—11p*—5)

Agrupacién

Trinomio cuadrado
perfecto
Diferencia de cuadrados
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Excursiones matematicas

1. Indica cudles de las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas.

a. Toda potencia cuyo exponente es par tiene signo
positivo.

b. Al elevar una fraccion propia a un exponente nega-
tivo, se obtiene una fraccion impropia.

c. Al dividir un nimero para cero, €l resultado es el
mismo numero.

2. Encuentra los valores de estas series de potencias
y contesta las preguntas planteadas.

° 12’16,120’1-2’1-6’1-20

° (_ 1)1' (_ 1)2, (_ 1)5r (_ 1)7' (_ 1)8

° (_ 1)-1' (_ 1)-2r (_ 1)-51 (_ 1)7' (_ 1)8

a. ¢/Cuanto valen todas las potencias de base 17
JInfluye el valor del exponente?

b. ¢ Cuanto valen todas las potencias de base — 1y
exponente impar?

c. ¢(Cuanto valen todas las potencias de base — 1y
exponente par?

d. ¢;Cudl sera el resultado de (— 1)2023 y (— 1)323467

3. Enlafigura, compara el largo de AB'y de AC + CB

a.
b.

4.

¢ Cudl es la longitud mas grande”?
Calcula las longitudes y compara

J(8+8)y/8+4/8

Calcula, compara y determina una conclusion de
los siguientes ejemplos.

J(9+16)yy9 +4/16
J(25—16)yy/25 — /16

En la figura, demuestra que AB = J2emy

BC =24/ 2 cm. Luego calcula el area del cuadrado
ABCD.

[e— 11—

Calcula y simplifica los siguientes ejercicios.

Vo+va)

2p —5v/q)

Vo +va)(Vp—va)
Vo+a+vp-a)(Vp+a-vp-a)

(
(V2p
(
(
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CAPITULO 2 : Trigonometria y nimeros complejos

Objetivos:

2.1.  Reconocer los sistemas de medida de los an-
gulos, obtener razones trigonometricas de un
angulo dado, aplicar las razones trigonométri-
cas en diferentes contextos.

2.2.  Definir un nimero complejo, enunciar las dife-
rentes formas de expresarlo vy realizar opera-
ciones entre ellos.

Contenidos:

e Fn este capitulo, el estudiante encontrara los si-
guientes contenidos:

Relacion entre grados y radianes

Teorema de Pitagoras

Razones trigonométricas

l[dentidades trigonomeétricas

Numeros complejos y sus formas de represen-
tacion

e QOperaciones entre nimeros complejos

Reseia historica:

Segun Femandez Expdsito (1999), la trigonometria
tiene sus inicios hace mas de 3000 afos aproxima-
damente, para usar en la medicion de terrenos para
la agricultura y el desarrollo de la construccion. Los
egipcios, por ejemplo, la usaron para la construc-
cion de las piramides, posteriormente se la uso en
la astronomia y en el andlisis del tiempo en relacion
con la posicion del sol; fueron los egipcios quienes
iniciaron con la medicion de los angulos en grados y
Su descomposicion en minutos y segundos.

Segun los apuntes matematicos de la Universidad
Bolivariana (2017), las raices cuadradas de nimeros
negativos fueron encontradas en los trabajos de os
griegos en el siglo | a. C., resultado imposible una

seccion negativa. Con el paso del tiempo se hicieron
populares debido a la necesidad de encontrar raices
exactas en polinomios de segundo Yy tercer grado.

Los nuimeros complejos llegaron a tener una posicion
en el mundo modemo con la interpretacion geométri-
ca popularizada por Gauss, como se muestra en la si-
guiente ilustracion:

De acuerdo con Mendoza (2001), los nimeros com-
plejos se muestran en el liboro Ars magna de Girolamo
Cardano, publicado en 1545, Este libro da a conocer
algunos métodos de solucion de una ecuacion polind-
mica de grado tres.

Cardano indica gue un método particular para la solu-
cion de la siguiente ecuacion:

x3=3px + 2q

Con la formula:

x=Va+ya-p" +Va-va'-p’

Esta se conoce como Formula de Scipione del
Ferro-Tartaglia-Cardano
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llustracién 25
Medida angular

pciones Hemramientas Ventana Ayuda

BN oEHNE

< | » Vista Grifica
s
R2
3
="124.66° R1
25 O

Fuente: Geogebra 2017

llustracién 26
Medida de angulo en radianes

ones Herramientas Ventana Ayuda

A<

¥ Vista Grafica
| fAiCv

ABC \{
v

N

Medida de ©
en radianes

Fuente: Geogebra 2017

2.1 Trigonometria

La medida de un angulo es la cantidad de rota-
cion respecto al vertice requerida para mover R,
sobre R,. Una cantidad de medida para angulos
es el grado. Un angulo de medida 1 se forma al

o 1 .
rotar el lado inicial 360 de una revolucion com-

pleta. En calculo y otras ramas de las matemati-
cas, se usa la medida en radianes.

Si un circulo de radio 1 se traza con el vértice de
un angulo en su centro, entonces la medida de
este angulo en radianes (rad) es la longitud del
arco que subtiende el angulo.

(Stewart, 2009).

Relacion entre grados y radianes

180
T

180°=mrad 1rad=

Teorema de Pitagoras: En todo tridngulo rec-
tangulo, el cuadrado de la longitud de la hipote-
nusa es igual a la suma de los cuadrados de las
respectivas longitudes de los catetos.

c2= a’+ b?

©

Relaciones o razones trigonométricas:
Considera un triangulo rectangulo con &« como
uno de sus angulos agudos.

cateto opuesto hipotenusa
sen X = _ csck =~
hipotenusa cateto opuesto
cateto adyacente hipotenusa
cosec= — __° | secx=__
hipotenusa cateto adyacente
cateto opuesto cateto adyacente
tanc= _— — — — |ctgx= 7
cateto adyacente cateto opuesto




llustracién 27
Construccion de triangulos especiales

™ v el
» VistaAlgebraica [ X| | ¥ Vista Grafica

Cuadrildtero A fACy
® c1=225

L i -

N | Rt —

D=(7,45)
E=(7.5,4) o
F , 2.5) 45

G=(7.5,2.5) 2
H=(85,25) %

@ textol0 = “1
L@ textol; = “y
@ texto2 = “4F

® texto2, = “4 |

Fuente: Geogebra 2017

Dato Curioso

Podemos recordar con toda facilidad los senos y
cosenos de los angulos basicos escribiéndolos

/I

en la forma o

Todas las Estudiantes Toman Calculo

t sent cost
0 V0 v
2 2
s V1 V3
6 2 2
il V2 V2
4 2 2
T V3 4!
3 2 2
il V4 V0
2 2 2

La siguiente regla nemotécnica te ayudara a recor-
dar los signos de las funciones trigonométricas:

Seno Todas

Tangente

Coseno

Triangulos especiales: Ciertos tridngulos rectan-
gulos tienen relaciones que se pueden calcular fa-
cilmente a partir del teorema de Pitagoras. Aqui se
mencionan ya que se utilizan con frecuencia.

Valores trigonométricos de
angulos especiales:

Razén 0° 30° 45° 60° 90°
1 V2 V3

sen o 0 2 | 2 | 7 1

€OS & 1 ﬁ Q 1 0
2 2 2

tan « 0 ? 1 V3 .

Identidades trigonométricas

Reciprocas y razén

1
senoc=m; senX-cscx =1
_ 1
Cos o =" cosx-secx =1
tano(:ctgio(; tan«-cscx =1
sen <
n«=
ta C0s X
C0Ss X
X =
ctg sen &«
Pitagoricas

sen?« + cos’ x =1

sec?x =1+ tan? «

csc? o =1 + ctg® «

Signos de las funciones trigonométricas

Para calcular otros valores de las funciones trigo-
nomeétricas primero se determinan los signos, estos
dependen de los cuadrantes en los que se encuen-
tre el angulo:

Cuadrante Funcién Funciones
positivas negativas
I todas ninguna

I1 sen, Csc COos, Sec, tan, ctg

11 tan, ctg sen, Csc, Cos, Sec

v COs, Sec sen, csc, tan, ctg
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Ejercicios 2.1
Trigonometria

1. Completa la tabla de acuerdo con los valores
que debe tener el circulo trigonométrico.

Razén 0° 90° 180° 270°

sen &

COs X

tan <

2. Observa la figura y completa la tabla.

A ABC A DBC
« B B Y,
tan
h
a
h
a

3. Los catetos de un triangulo rectangulo son p y
g, su hipotenusa es r. Encuentra las funciones
trigonométricas del angulo agudo mas pequefio.

’

4:r
8;r
5/q

5
1

0
12

a. p
b. q
¢ p

’

40

4, Observa las gréficas de las funciones seno y cose-
no y completa las tablas:

y =senx

y >

o om

sen o 0° 90°

360°

Valor

cos o 0° 90° 180° 270° 360°
Valor
. ‘ 3
5. Un angulo agudo tiene sen o = =

Halla las restantes razones trigonométricas de este
angulo.

En los siguientes ejercicios, determina las otras fun-
ciones trigonomeétricas, si x pertenece al intervalo
que se especifica.

a. COSX= ;XE[ T ,21‘[]
2
1
b. tanx=-— ; X €[0,2m]
V3
c. senx= V2 ;XE[ T ,21'[]
2 2

Demuestra las siguientes identidades trigonomeétricas:

a. tanx+ ctgx=secx-cscx
1 1 =2sec’a

1+sena 1—sena

c l1—cosa _ sena

’ sen a 1+ cosa
1 —tan?6

d —5—-=1-2sen?6
1+ tan?6

e. %zseny
tany + ctgy

¢ tan X — sen x sec X

’ sen® x 1+ cosx



2.2 Numeros complejos

Los nimeros complejos constituyen un conjunto extension de los ndmeros reales. Este conjunto se denota con la
notacion (C, e incluyen todas las raices de los polinomios, a diferencia de los reales. Todo ndmero complejo puede
representarse como la suma de un ndmero real y un nimero imaginario, forma polar o forma trigonomeétrica.

aesla i=+v—1 |Z| esmoédulo 6 es el argumento
parte b
real b es i’=-1 |z|= va’® + b 6 = arctan () a=|z| cos 0 b= |z| sen 6
la parte ‘ | | |
imaginaria ‘ ‘
como como
a + bi 76 Z,= |z| (cos 8 +isen )
como como
Forma Bindbmica Forma Polar

Se expresa en
|

ndmeros complejos

Ejemplo de operaciones con los complejos:

(@a+bi)+ (c+di)=(@+c)+ (b+d)i
. Suma — B+5)+2+4)=B+2)+(5+4)
=5+09i

(a+bi)-(c+di)=(a-c)+ (b-di

— Resta (4+3D)-2+2)=4-2)+B—2)i
=2+1i
L (a+ bi) (c +di) =ac+ adi+ bci + bdi?
— Multiplicacion = (ac-bd) + (ad + bo)i
\ (3+5i)(2+4i)=3-2+3-4i+5i.2+5i-4i
recordar =6+ 12i + 10i + 20i?
i2=-1 =6+ 22i-20
=-14 + 22i
(“a+bi  (a+b) (c-di) N
c+di ~ (c+d)  (c-di)
LiviEion ac+bdl bc-ad .
| - c+d \ 4 !
recordar
1420 (A+20) (2-3)  2-3i+4i-68
z=a+bi 2431 (2+30) (2-30) 4972
Su conjugado ) ]
7 =a-bi _ 2+i+6 _ 8+i
4+9 13
8 1
EEEREER
- /

sofojdwiod sorownu £ eryawouodLiy, : Z OINLIdVD
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6. Dada la forma geométrica, representar en forma
trigonométrica los siguientes nimeros comple-

Ejercicios 2.2
Numeros complejos

CAPITULO 2 : Trigonometria y niimeros complejos

42

En forma geométrica, representa graficamente los
siguientes numeros complejos:

jos:

a.

» VistaAlgebraica [X| | v Vista Grafica
Punto | ACY
® A=(0,0)
a. 342 B=(5,4)
C=(0,4)
b. —2+i O D=i5.0) W __
c. (—=2-2i)—(=5+5i) o Z-64 i
® g=5 1
® h=4 3 1
Texto
L@ textol = “¢” :
Calcula el modulo y el argumento de los siguientes Lo amssse 2 4 :
numeros complejos y representa graficamente: 1
1
! 1
a z=—i+1 :
b = — \/§ —1i o 1 2 3 3 5
C =—1-i
Expresa los siguientes nimeros complejos en for- Fuente: Geogebra 2017
ma polar:
b.
a. z=—i+1
b. z=—-i+ 3 ‘ A ‘ F);_ ‘7 el g7e)
c. z=-2-2i Rv ° v//v 1 ﬁv‘cv \C,
» Vista AlgebraicaX] | ¥ Vista Grafica
Representa en forma trigonomeétrica los siguientes nd- -+ :unltxo- (0,0) J«: fAC~
meros complejos (calcula sumédulo y argumento): | - (5, p ry
..... c - (0’ 4)
a. z=—-v3+i e D=(5,0)
b. z=1-1 e E=(1,3) e
B 1 + \/ﬁ ..... F = (1' 0)
= G=(0,3)
- Segmento 25
----- ® z-3.16
Calcula el resultado de las siguientes operaciones y : 'g‘ : 2
representa la respuesta en forma bindmica: . 21
- Angulo
~~~~~~ ® a=7157°

a. (8+30)+ (10 + 2i) + (4 + 5i)
b. (10 + 5i) — (6 — 4i) — (— 5 + 2i)

o
~
|

o
|
—
+
//
[N
|
N‘w
~

1.5

0.5 1

05

v3 i 3 _ 1 2 0
f (2 +2)+<2 2)+(2+Q+
<ﬁ —j Fuente: Geogebra 2017
2



Calcula el resultado de las siguientes operacio-
nes y representa la respuesta en forma bino-
mica:

(8- 1)

—4 + 2i
1+i

P

=

Calcula las potencias:
(4 — 3i)>

(1+1)?

Calcula los productos z, - z,

i . i i . T
z, =2 (cos —— +isen —); z,=3 (cos— + isen —)

6 6 4 4
T . T TC . T
Z1 =2 (COS T + isen T) ) 2, = 3 <COST + isen T)
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Excursiones matematicas

1. Cada cuadrado ilustrado en la figura puede cor-
tarse en 4 triangulos congruentes, azules un

nuevo cuadrado, verde respectivamente.

8-
-
>

a. Calcula el area de cada cuadrado ver-
de como diferencia del area del cuadrado
grande y de los 4 triangulos azules.

b. ¢ Qué relacion encuentras entre el area cua-
drado verde vy las longitudes de los dos que
forman el angulo recto?

@l
i |

L
Adl

2. Hace aproximadamente 4500 anos se constru-
yo la piramide de Keops, la piramide mas gran-
de de Egipto.

a. La base cuadrada de la piramide de Keops
media originalmente 233 m de largo. La
arista de las caras de la piramide media 221
m de largo. Calcula la altura original.

b. Hoyendia, la arista de la base de la pirami-
de Keops mide 227 m vy la arista de las ca-
ras 2271 m. jEn cuantos metros disminuyd
la altura de la piramide?

3. Si pasa corriente eléctrica por un alambre
(como se muestra en la figura), entonces el
alambre se calienta. De ese modo se di-
lata y cambia la longitud del alambre, oca-
sionando que descienda un cuerpo que
cuelga de él. Calcula en cuanto cambiod la
longitud de un alambre que mide 50 cm de
largo, si el cuerpo desciende 2 cm.

4. En un terreno plano se encuentran dos to-
rres, de las cuales una mide 60 pies de al-
tura y la otra, 80 pies de altura, como se
presenta en la figura. Estan a una distancia
de 100 pies. Para ambos pajaros el reco-
rrido mide igual desde la punta de la torre
hasta el pozo. ¢Cudles son las distancias
del pozo a las torres?

5. Un globo aerostatico se encuentra sobre un
punto G, que, a su vez, se encuentra en
una pista recta en un terreno plano. Los lu-
gares Ay B, que también se encuentran en
esta pista, tienen los angulos de depresion
a=60°y B=30°. Si la distancia AB =1500
metros, determina la altura del globo con
respecto al punto G.




CAPITULO 3 : Ecuaciones

Objetivos:

3.1. Resolver ecuaciones lineales, sistemas de
ecuaciones, cuadraticas, exponenciales y lo-
garftmicas.

3.2, Comprender que el conjunto solucion de
ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones,
cuadréticas, exponenciales y logaritmicas es
un subconjunto de los nimeros reales.

3.3 Reconocer cuando un problema puede ser
modelado, utilizando una ecuacion lineal,
cuadrética, exponencial y logaritmica.

Contenidos:

En este capitulo el estudiante encontrara los
siguientes contenidos:

e Técnicas de despeje de ecuaciones.

e Meétodos de solucion para  ecuaciones
lineales, sistemas de ecuaciones, cuadraticas,
exponenciales y logaritmicas.

e Aplicacion de ecuaciones en la vida cotidiana.

Reseia historica:

La resolucion de ecuaciones lineales fueron proble-
mas planteados por los egipcios, quienes resolvieron
ecuaciones lineales del tipo x+ax=b 0 x+ax+bx=c,
siendo a, b y ¢ ndmeros conocidos v la variable
X es desconocida. Al nimero desconocido se le
llamaba ‘aha’ o ‘monton’ (Boyer, 1986). El método
que se utllizaba para la resolucion de ecuaciones
lineales hoy en dia se le conoce con el nombre de
la falsa posicion.

El siguiente problema aparece en el Papiro Rhind
(XVlla. C.) como un ejemplo de ecuacion algebraica:
«Jn monton y una séptima parte del mismo es igual
a 24». Esta ecuacion, utilizando el lenguaje simbdli-
co modermo, se escribe asi:

representa el “monton” al que se refiere el autor de este
papiro.

Diofanto de Alegjandria (Il d. C.), presentd un ejemplo
analogo, que se compone de las siguientes condicio-
nes:

La juventud de Diofanto durd % de su vida; se con-

cluye que si su edad fue x, su juventud fue % .

Después se dejo la barba durante un periodo igual a

1 .
12 de su vida.

Después de % de su vida se caso. Cinco afos mas

tarde tuvo un hijo. El hijo vivié exactamente la mitad del
tiempo que vivid su padre.

Diofanto murié 4 aflos después de su hijo (Guelli, 1993).

Con la informacion se plantea la ecuacion para calcular
la edad de Diofanto, la cual es:

X X X X
X=—g tgt—7 TSt +4
ixzsl
28

x =84

En conclusion, Diofanto muri¢ a los 84 afios.

https://bit.ly/2QUmt1p
Papiro de Rhind (Galvan 2013)
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llustracion 28
Funcion lineal

F

A
S
f‘
<&
=>

llustracion 29

Representacion gréfica de la ecuacion de la fuerza F1

de la ilustracion 28.

7 GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Punto y segmento, vector, recta o semirrecta
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SiAl/A2 = 1/2; F1 = (1/2)F2

n
w
ES

f1 1

Fuente: Geogebra 2017

3.1 Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresio-
nes algebraicas. Por ejemplo:

4—(x+5=202x—-4)
(5x—3)2-114x+1) =1

Propiedades de la igualdad

A, By C representan cualquier expresion algebraica,
donde:

A=B oA+c=B+c
Al sumar la misma cantidad a ambos lados, se ob-
tiene una ecuacion equivalente
A=BecA=cB

Al multiplicar la misma cantidad a ambos lados, se
obtiene una ecuacion equivalente.

Resuelve la ecuacion:

3x+1=x —2

Es encontrar un valor de x que, al ser sustituido en
la ecuacion vy realizar las operaciones indicadas, se
llegue a que la igualdad sea verdadera.

Para resolver una ecuacion de primer grado se utili-
zan dos reglas:

a. Sumar o restar a los dos miembros un mismo
ndmero. En este caso restar 1 a los dos miem-
bros y restar x a los dos miembros:

3x+1—-1=x—-2-1
3x—x=x—x—3
2x=—3

b. Multiplicar o dividir los dos miembros por un
mismo numero. En este caso dividir para 2:

simplificado x = — %

2 ._ 3
2 T



Para verificar que la solucion x = —%hace verdadera a
la ecuacion, sustituimos este valor y comprobamos:

(3 __ 3 _
3( 2>+1— 2 2

_ 7 __ 7. |
o = > iVerdadero!

llustracion 30
Resolucion de una ecuacion

7-x+2=3-x+10

7x+2—-2=3x+10-2
7x=3x+ 8

7x —3x=3x—3x+8
4x =8

Fuente: Propia
Gréficos (Burker M 1995)

3.2. Ecuaciones lineales o

de primer grado

El tipo mas simple de ecuacion es la ecuacion lineal
0 de primer grado. Son ecuaciones de la forma:

ax+b=0

Ejemplos de ecuaciones

de primer orden

1. Resuelve la ecuacion lineal:

2(x—3)—4(—5—-2x)=6x—8

Solucion:
2(x—3)—4—-5-2x)=6x—8

2Xx—6+20+8x=6x—8

10x+14=6x—8

4x+ 14 =-8

4x = =22
_ =22

X= Ty
—_11

=T

La solucion del ejercicio es:
—_11

=T

Aplica la propiedad
distributiva.

Simplifica términos
semejantes:

Resta 6x
Resta 14
Divide para 4

Simpilifica.

Escribe la solucion.

2. Resuelve la ecuacion lineal

6 _ 10 _ 4
x—3 x*—9 x+3

Solucion:

6 __ 10 _ 4

x—3 x*—9 x+3

6 10 _ 4
x—3 (x+3)(x—3) x+3
6(x+3)—10 _ 4(x-—-3)
x+3)x—-3) x+3)x-3)
6x+18—10 _  4x—12
x+3)x—-3) x+3)x-3)

6x+8=4x—12
2x=-20
x=-10

La solucion del gjercicio es:
x=-10

Calcula el mem.

Excluye valores:
x#3y-3

Aplica la propiedad
distributiva.

Resta 4x, y resta
8, divide para 2
y despeja.

Escribe la solucion.

47



llustracion 31 Se puede pensar en una ecuacion como una balanza
Resolucion de una ecuacion de primer orden en una  (ilustracion 30), con el objetivo de configurar la ecuacion
calculadora grafica. para que sea mas facil resolverla, pero manteniéndola

48

Resuelva la siguiente ecuacion

O “SUOCUIC

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas
15 7

v Jl5 O™

» Calculo Simbdlico (CAS)

— R s
— R N

Resueh!e[7c-1 5=-2(6(C'3)‘4(2'C))] A= 1 (B + b)h . despeja b
1 2 '
{ > } —
> C = 1
27 A= 5 (B+ b)h; despejab Multiplica por 2.
2 2A=(B+b)h Divide por h.
% =B+b Resta b.
Fuente: Geogebra 2017
% —b=B8 Simplifica.
2A—-bh _ g Amplifica por el
h mcm: h.
) La solucion es: Escribe la solucion.
Dato Curioso
B = 2A —bh
La palabra ‘élgebra’ procede del arabe, especifi- h
camente del titulo de un libro escrito por el ma-

tematico y astronomo Mohamed ben Mussa
al Jwarizmi (750-850), quien, en su obra mas
importante, Al-jabr, hace una exposicion directa
y elemental de la resolucion de ecuaciones de
primer orden (lineales) y segundo orden (cuadra-
ticas). De su titulo deriva la palabra ‘algebra), y a
pesar de que no empled ningdn simbolo, ni nd-
mero, su traduccion al latin ha servido para que
posteriores algebristas continden con su investi-
gacion.

(Stewart, 2007)

balanceada.

La propiedad aditiva de la igualdad vy la propiedad mul-
tiplicativa de la igualdad explican como mantener la ba-
lanza, o la ecuacion balanceada. Siempre que se realiza
una operacion a un lado de la ecuacion, se aplica exac-
tamente la misma operacion al otro lado, se mantendran
iguales ambos lados de la ecuacion.

Ejemplo de despeje de ecuaciones

Importante tomar en cuenta:

Despeja usando la operacion inversa o el inverso
aditivo (opuesto), utiliza la propiedad aditiva de la
igualdad.

Despeja usando la operacion inversa o el inverso
multiplicativo (reciproco), utiliza la propiedad multi-
plicativa de la igualdad para escribir la variable con
un coeficiente de 1.



Ejercicios 3.2
Ecuaciones de primer grado y despejes

1. Resuelve las siguientes ecuaciones y comprue-
ba su solucion:

a. —7x—194+8x=-6

b. —8x—3+4+3x+10=3

g

1 1 —
7(){ - 4) —T (X‘S)— X+8

d. —%(x+10)—%(x—5)=x+5
e. — }} x—(x §)= 410 x+2)
f. 6(x+5)=7{x-(3-X)}

g —40Bx+1)—-3=-2(x+1)+3x

2. Escribe el valor o valores para los cuales el de-
nominador es cero. Luego resuelve la ecuacion.

2 3
x+1 x—-1

3x+2 _ 6x
b. 3x—1 6X—1_0

L 2x+3) _ 2 4
© 4x2—-25 T 2x+5 2x—5
4X—7%
d. =10
e 1
2

3. Despeja de la formula dada la incognita indicada.

a. v=LWH; despejar H

b. S=2mrh + 2mr?; despejar h
c. A =%h(B + b); despejar B
d. S=4mnr?;despejarr?

e. v,=v_+at;despejara

= + 1 ; despejar R,

4. En la siguiente ecuacion lineal: ax + b = 0; /la va-
riable debe ser exclusivamente x? Justifica su res-
puesta.

5. En los siguientes pasos se detalla la solucion de
una ecuacion de primer orden, completa los tér-

minos faltantes segun corresponda para llegar a la
solucion:

7x —4=3x+8
(7x—4)+__ =(Bx+8)+4
7x=3x+12

7x —3x=3x+12—__

4x =12

( )4x=12(_ )

x=3

6. Resuelve las ecuaciones para la variable indicada:

a. W=2s+ 2t ;para"t"

b. =Lcly I 3 ; para'y"

a ’ n_n
C. A=P+(1+m>;paraa
d. s=2s +%; para "t"

1 _ ay+b . won
e. 5 = oy+d ;para'y

A — a 2. nn
f. c+b =t+ ./<1+ 100) ; para "a

g. A=2sw+ 2wh + 2sh; para "w"

h x4+ P2 x=—C ;para"b"
a a

v +7r ; para "d"

i. t+t =
teo2 4 1090

j. 2B- 22571‘3"’ = 2wh + 2sh ; para "w"

b cb

k. z*+ zZ=— ; para "b"
a a
— 4 r_3 . nman
L a +a, vd + 1090 Para d

seuoendy : € OTNLIdVYD
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llustracion 32

Punto de interseccion

ol
(0,5)

\——%.\‘+5

s (4;3) e
Eo,z)'
/
I
Y= 4.\1-_
T 0 2 4 6

llustracion 33

Fuente: Geogebra 2017

Solucion grafica de un sistema de ecuaciones

€ 1382x744
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Fuente: Geogebra 2017

3.3 Sistemas de ecuaciones lineales

La solucion de un sistema de dos ecuaciones linea-
les con dos incognitas es un par de valores (X, V)
que verifican las dos ecuaciones a la vez.

a. Método grafico

Resuelve el sistema:

_1

Y= X+ 2
__1

y= 2 x+5

Se realiza una tabla de valores de cada una de las
ecuaciones y se grafica las dos ecuaciones.

y=41}x+2 y=—%x+5
X y X y
0 2 0 5
4 3 4 3

El punto S (4;3) es la solucion del sistema formado
por las dos ecuaciones.

b. Método de igualacion

Halla el punto de interseccion de las rectas dadas
por.

x—4y=-8(1)
x+2y=10(2)
En (1) se despejax;x =4y — 8
En (2) se despeja x; x = —2y + 10
Se iguala; 4y — 8 = —2y + 10, se resuelve y = 3.

Este valor se reemplaza en una de las ecuaciones
despejadas: x=—-2y+10;x=—-2(3) +10;x=4.

El conjunto solucion es la interseccion de las dos
rectas en el punto {(4; 3)}




llustracion 34
Aplicacion de sistemas de ecuaciones

200hm
N -
L4
5ohm 100hm
VWV AAY,
11
) §150hm
400hm 1
+
100V

Fuente: Creacion propia

Dato Curioso

Sonya Kovalevsky
(1850-1891)

Es considera la matematica mas importante del
siglo XX, Nacio en Moscu en una familia aristo-
cratica. En su infancia conocio el calculo de una
manera inusual, su recamara fue tapizada tem-
poralmente con las paginas de un libro de célcu-
lo. Tuvo un matrimonio por conveniencia que le
permitio viajar a Alemania y obtener un doctorado
en matematica de la Universidad de Gottingen
porgue la ley rusa prohibia a las mujeres estudiar
en la universidad. Finalmente, obtuvo una plaza
de profesora de tiempo completo en la Univer-
sidad de Estocolmo, donde trabaj¢ ocho anos
antes de morir a sus 41 anos. Su investigacion
fue Util para colocar, sobre una base solida y 10gi-
ca, las ideas y aplicaciones de las funciones v el
célculo. Recibié muchas distinciones y premios
por su trabajo de investigacion.

c. Método de sustitucion

Determina el punto de interseccion de las rectas da-
das por:

4x+7y=21(1)
3x — 4y =25 (2)

21 -7y

2 . este valor se

En (1) se despeja x; x =
reemplaza en (2)

21—
3(4 7y>—4y=25;

63 21 4. _ s,

_37 ,_37.
4 YTy
y=—1en(2)
3x — 4 (-1) = 25;
3x=21;

x=17

La solucion del sistema es {(7; —1)}

d. Método de reduccion:
suma y resta

3x+5y=21(1)

Resuelve el sistema [ ax+y=11(2)

Se trata de eliminar una variable sumando las igual-
dades. Se elimina la variable x.

3x+5y=21|-4
4x+y=111-(-3)

125 + 20y = 84
—+2x-3y=-33 g g ma
17y =51;
y=3,

Reemplaza en (1) o en (2):
4x+3=11; 4x=8;x=2

La solucion del sistema es la interseccion de las
rectas en el punto {(2;3)}.
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Ejercicios 3.3
Sistemas de ecuaciones

1. Por el método de reduccion, resuelve los si-
guientes sistemas de ecuaciones lineales.

®

X+ 3y=-2

5x — 2y =24
3x+ 5y =21
4x+y=11

6x — 5y = —26
2x+3y=-10

1 1

T -~ y=-2
3 57

1 1 1
— X+ —y=—_"—
2T YT Ty

9(x-3)—10(y +3) =19
6(2x —9) = 25(y + 4) — 6

2. Resuelve, por el método grafico y de igualacion,
los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

3.

x+2y=10
5x—4y =28
—x+2y=-2
X—2y=-2
4x+7y =21
3x —4y =25
—2x+y=-1
x—y=-1
4x =2y —1
2y —7=X

Resuelve por el método de igualacion y sus-
titucion los siguientes sistemas de ecuacio-
nes lineales.

x+2y=0
2x+3y=1

{2x—y=1

52

4x+2y=9

5y —4x—-5=0
6 _9 ,_3
L 15 107 10
' iyzi+ix
20 12 15

4. Del siguiente gréafico se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones:

Ecuacion de nodo: i, =1, + i,

Ecuacion de malla: V,' +V,'=V'

Donde:

V.,'=i,-R,
V,)=i,-R,
V'=i "R,

Con i, = 0,5 Amperios; R, = 100Q2(ohmios);
R, =1000Q(ohmios); R, =500Q(ohmios)

Calcula: i, , i,



llustracion 35
Grafica y solucion de una ecuacion de segundo orden

ciones Herramientas Ventana Ayuda
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1 X*+5x +6=0

+ x245x4+6=0

2 81

Resuelve: {x= —3,x= -2}

Fuente: Geogebra 2017

3.4 Ecuaciones cuadraticas o

de segundo grado

Una ecuacion cuadratica o de segundo grado con
una incognita es una ecuacion de la forma
ax*+bx+c=0,cona,b,ceRya=0.

Las formas de resolucion de una ecuacion cuadrati-
ca se pueden determinar de la siguiente forma:

Por factorizacion

Para resolver una ecuacion cuadratica por factoriza-
cion, se debe recordar la propiedad:

Sia-b=0-a=00b=0
Se puede aplicar de la siguiente forma:
Si(x+a)(x+b) =0, entonces

x+a=0;x+b=0

(Swokowski y Cole, 2002)

Ejemplos de resolucion de ecuaciones
de segundo orden por factorizacion

rizacion:

Resuelve las ecuaciones cuadraticas por facto-

a. 2x(x—3)=0

x+8)x—6)=0
x+8=0;x—6=0

Solucion: lguala cada factor a cero
2x(x—3)=0 aplicando la propiedad
2x=0;x-3=0 del producto cero
x=0;x=3 Despeja x
Sol: {0,3} Escribe la solucion
b. x?+2x=48
2 —
ZX +2x=48 Iguala a cero
X'+ 2x—48=0 Factoriza

Aplica la propiedad del
producto cero

Bx—-1DE+2)=0
3x—1=0;x+2=0

X=L;X=—2

3
Sol: %, —2}

—~——

x=—8;x=6 Despeja x
Sol: {—8,6} Escribe la solucion
c 3x*+5x—-2=0
3x*+5x—2=0 Factoriza

Aplica la propiedad del
producto cero
Despeja x

Escribe la solucion

sauorendy - ¢ 01NLIdVD
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Recuerda que:
x*=a(a>0)
entonces
X=+a0x=— va
Del mismo modo
(x+b)=a
entonces

(x+b)=+va 0 (x+b)=— va

Errores y correcciones frecuentes

Error:

a+ vb = b
a

at+ vb
a

Correccion:

— NO se puede simplificar "a"

Error: %= a+ +vb

Correccion: @

— No se puede simplificar "c"

d. Resuelve la ecuacion cuadrética por factorizacion
tomando en cuenta las restricciones:

3x x+5 _ x—19

2x+ 1 x+1  2x%+3x+1

Solucion:
3x x+5 _ x-19
2x+1 x+1 2x°+3x+1

Calcula el mem vy excluye los valores gue le hacen cero

al denominador: x # — % ix#E-1

3x _ x+5 _ x—19
2x+1 x+1 2x+Dx+1)

3x+1)—-x+502x+1) _ x—19
2x+1)(x+1) x4+ DE+1)

3x*+3x—2x* —x—10x -5 _ x—19
Cx+1)(x+1) C2x+D(E+1)

x?—8x—5=x-19
XX —9x+14=0
x=7Nx—-2)=0
x—7=0;x—2=0
Xx=7;x=2

Sol: {2,7}

Por la formula de la ecuacion cuadratica
Al resolver ecuaciones cuadraticas en algunos ca-
S0S NO se puede descomponer en factores, en este
caso se utiliza la formula de la ecuacion cuadratica.
Conocemos: ax* + bx+c=0,a# 0

Restamos ¢ a ambos lados de la igualdad

ax’+ bx=—c

Dividimos a ambos lados por el coeficiente de x?

X2+ X=—

Completamos el trinomio cuadrado en el primer
2

a ambos miembros de la

miembro sumando

2
ecuacion. 4a



Trabajo en clase con el docente.
Postula un ejemplo sobre el tema y resuéhvelo:

Factorizamos el lado izquierdo de la ecuacion vy resuel-
ve el lado derecho.

( +L)Z_—%lc+b2
X*2a) ~

43°

Extrae la raiz cuadrada

X+Z 432
b vb® — 4ac

X+ o=t
2a 2a

Se obtiene la formula de la ecuacion cuadratica

_ —b++vb*—4ac
- 2a

(Weidig, Mateméaticas para todos, 2016)
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llustracién 36
Solucion de una ecuacion de segundo orden

£7 GeoGebra Classic 5
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Fuente: Geogebra 2017
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Tomando en un caso el signo mas y en el otro el signo
menos, se obtiene las dos raices de la ecuacion cua-
dratica ax?+bx+c=10

Ejemplo de resolucion de ecuaciones de se-
gundo orden utilizando la férmula general:

Resuelve la ecuacion cuadratica utilizando la formula
general:

3x  x+5 _ x—19
2x+1 x+1 2x2+3x+ 1
Solucion:
3x x+5 x—19

2x+1  x+1  @x+DE+1D

Calcula el mcm y excluye los valores que le hacen
cero al denominador

* L -1
X -, -
2 X

3x(x+1)—(x+5)02x+1) _ x—19
2x+ 1D(x+1) C2x+D(E+1)

3X2+3X—2X2—X—10X—5= x—19
Zx+1D+1) Zx+1DH+1)

x*—8x—-5=x-19
X*—9x+14=0

—(=9)+(—9) —4(1)(14)

= 2(1)
(o9t V25 945
2 2
9+ 5 9-5
2 2
x=7;x=2
Sol: {2,7}



llustraciéon 37
Graficas de funciones de segundo orden con el uso
del discriminante
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Fuente: Geogebra 2017

Discriminante

Las raices de una ecuacion de segundo grado
ax’+ bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son constantes se

— / z [—
obtienen aplicando la formula: x = w
a

La naturaleza de las raices de la ecuacion depende de
la cantidad subradical b? — 4ac llamada discriminante
que se simboliza por A, el cual permite saber el nimero
de soluciones sin necesidad de encontrarlas.

Para una ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0,

e Sib?—4ac> 0, laecuacion tiene dos raices
son reales y distintas

e Sib?—4ac=0 |, laecuacion tiene dos
raices reales iguales

e Sib?—4ac<0, laecuacion tiene dos rai-
ces complejas conjugadas.

(Branett, 2014)

sauorendy - ¢ 01NLIdVD
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Trabajo en clase con el docente.
Postula un ejemplo sobre el tema y resuélvelo:

Ejemplos del uso del discriminante

Utiliza el discriminante para determinar la naturaleza
de las raices de las ecuaciones

a. 4x*—12x+9=0

Solucion:

4x?—12x+9=0
A =Db?— 4ac
A=(—12)2—4(4)(9)
A=144—144; A=0

LLa ecuacion tiene dos
raices iguales

Los coeficientes de la
ecuacion cuadratica son

a=4,b=—-12,c=9

Calcula el discriminante
A = 0, dos raices iguales

b. 2x*-3(x—1)=—-2x—-3

Solucion:

2x2—=3(x—1)=—2x+3
2x?—3x—3=—2x+3
2x2—x—6=0
A =Db? — 4ac
A=(=1—42)(—06)
A=1+24;A=25

La ecuacion tiene dos
raices reales distintas

Aplica la propiedad distri-
butiva

Suma 2x y reste 3 a am-
pos lados de la ecuacion
Calcula el discriminante
A > 0, dos raices reales

c. Determina el valor de k en la ecuacion
x? — 2kx — 8k = 0, de modo que sus raices

La ecuacion tiene dos
raices iguales si:
k,=0;k,=—-8

sean iguales
Solucion: Para que la ecuacion tenga
sus raices iguales, se debe
b?—4ac=0 considerar que A= 0
(— 2k)2 — 4(1)(— 8k) =0
4k? +32k=0
4k(k+8) =0
k,=0;k,=-8




Dato Curioso

Franciscus Vieta
(1540 - 1603)

Fra un politico exitoso cuando se dedico a las
matematicas ya tarde en su vida.

Se convirtié en unos de los matematicos france-
ses mas famosos del siglo XVI.

Vieta introdujo un nuevo nivel de abstraccion en
el algebra por medio del uso de letras para repre-
sentar cantidades conocidas de una ecuacion.

Antes de la época de Vieta, cada una de las
ecuaciones se tenia que resolver por separado.

Por ejemplo, las ecuaciones cuadraticas

3x*+2x+8=0
5x2—6x+4=0

Se tenfan que resolver por separado completan-
do el cuadrado. La idea de Vieta era considerar
todas las ecuaciones cuadraticas de una vez al
escribir

ax*+bx+c=0

Donde a, b y ¢ son cantidades conocidas. Por
consiguiente, él hizo posible escribir una formula,
en este caso la formula cuadratica, con la que se
pueden resolver todas las ecuaciones cuadrati-
cas en unos pocos pasos.

El genio matematico Vieta demostro o valioso
que era durante la guerra entre Francia y Espa-
Na, ya que para comunicarse con las tropas, los
espanoles utilizaban un complicado cédigo, que
Vieta descifrd. El rey de Espafia, Felipe Il ajeno
a los logros de Vieta, protestd ante el Papa, v
afirmo que los franceses recurrian a la hechicerfa
para leer sus mensajes.

(Stewart, 2007)

Relaciones entre las raices y los
coeficientes de una ecuacion cuadratica

Si _—b+ vb”—4ac
ix =
2a
_ —b— vb*—4ac
Y%= 2a

son las soluciones de una ecuacion cuadratica
ax? 4+ bx + ¢ = 0, entonces se cumple que:

Ejemplo de la relacion entre las raices y los
coeficientes de una ecuacion cuadratica:

Empleando el teorema de Vieta verifica si el
conjunto solucion planteado es correcto

a. x*+5x+6=0 Sol ={-3,2}

Solucion:

—-34+2=-5
-1+ -5

x1+x2=— %

Luego, {—3,2}, no es el

conjunto solucion de

x2+5x+6=0

1

b. 2x*4+3x—2=0 Sol={—2,7}

Solucion:

Luego, {2, %}, es el conjunto

solucion de 2x24+3x—2=0

Graficamente

Para determinar las raices de una ecuacion cuadratica,
cuya gréfica es una parabola, se Utiliza el vértice y la tabla
de valores.

Para una funcion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, las coorde-
nadas del vértice son:

Vo a))
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llustracion 38
Parametros de construccion a partir de una ecua-
cion de segundo orden.
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5

v Vista Grafica

| fiCv
24
y=a%4+2x—-3
14
a>0
Concavidad hacia arriba
3 2 1 0

Cortes |

r=-—-3xz=1

Vértice = (—1,—4)

Fuente: Geogebra 2017
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Ejemplo de resolucion de ecuacion de
segundo orden por el método grafico.

Determine los cortes con el gje x, calculando las
coordenadas del vértice y elaborando una tabla de
valores de y =x? + 2x — 3

Solucion: Calcula el
vértice de la
v (_ b . (_ L))_ parébola
2a 2a y = x*+2x-3,
v —— 2 -1 donde:
2(1D) a=1,b=2,c=-3
Yv =f(-1)=(-1)*+2(-1)-3
Yv=-4,1

luego el vértice es: V(-1;-4)
Calcula puntos

Se realiza una tabla de valores que sir- | con la tabla
ve como puntos de apoyo a la gréfica | de valores
utilizando Xv
X y
-3 0
-2 -3
0 3
1 0
Escriba los
Ubicamos los puntos y trazamos la | cortes con el
grafica eje x lo mas
aproximado
» Vista Grafica posib\e:
X, =—3;x,=1
6
4
2
-8 -4 2 4
A = (-3,0) B = (1,0)
C = (-1,-4)

La solucion es: Sol = {—3;1}




Ejercicios 3.4:
“Ecuaciones de segundo grado”

1. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a. 13x*=2x

b. x*—8x+15=0

c. xX*—x—30=0

d 2x*—-5x+2=0

e. 6x2—5x+1=0

f. 13x*=2x

g (2x+6)(2x—6)=2x+9)(3x—4)
h. (x+13)?=(x+12)*+ (x+5)?

2. Primero escribe el valor o valores para los cua-
les el denominador es cero. Luego resuelve la

ecuacion:

9 ,,_1 13

a. x+2_2x+4

b X4 X -3 _ 2
2t x-3 7 x=3

c 5x—3 _ 7—x

' X X+ 2

d X+1+X+5=7(2x+1)

o x+3 X—2 X*+x—6

e 2 n 2+x _ 3

2x—3 2+ 3x+x* 2x>—x—3

3. Resuelve la ecuacion utilizando la formula;

o

(4x — 1)(2x +2) = 12

3x+4 18 _
3 t2_3x"

3x*+ 25 5-x _ 2x
d. x2-25 +5+x_x-5
e. vX—2+14=x

f. x+2=2vV4x—7

4. Calcula el discriminante e indicar el nimero de so-

luciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a. x*—-3x+5=0

b. x*—8x+36=0
c. xX—6x+30=0
d x2-10x+25=0
e. 3x*—5x+2=0
f. 2x*—x—-45=0
g xX*+x+2=0

h. 9x*—12x+4=0

Determina el valor de k en cada una de las siguientes
ecuaciones de modo que sus raices sean iguales:

kx?*—24x+5=0
x> —kx—2k*=0
c. 4x*—(k—6)x+21=0

Determina el valor de k en la ecuacion
6x* — kx + 15 = 0, sabiendo que la suma de
Sus raices es 2.

IS

e

Verifica empleando el Teorema de Vieta si el conjun-
to solucion dado viene a ser el conjunto solucion de
la ecuacion cuadratica:

a. x*+7x+12=0;{3,4}

b. x*—3x—10=0;{2, -5}

c. x2—5x—24=0;{-38}

d. x2—8x+16=0; {44}
?+3t+2=0;{-21}

f. p?+12p+36=0;{—6,—6}

Determina los interceptos con X, calculando las
coordenadas del vértice vy elaborando una tabla de
valores de las funciones y comprueba su grafica
con el uso del programa geogebra en linea:

a y=x*—-2x-3
b. y=2x*+42x-3
y=—2x*—12x—15

o

d y=—-2x*4+8x—-7
e. y=%x2—5x+6
f. y=—%x2+5x—6

sauorendy - ¢ 01NLIdVD
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3.5 Aplicaciones en la vida cotidiana de ecuaciones

Algunos casos de la vida cotidiana se pueden operar utilizando un proceso légico para resolver problemas, a con-
tinuacion, se muestra el proceso mencionado mediante un ejemplo:

Ejemplo de aplicacion de ecuaciones en la vida cotidiana:

Un guimico cobra $ 20 por una hora de sus servicios y $ 8 por hora por su asistente. Por un trabajo presentd una
cuenta de $ 1 040. Si el quimico trabajé 10 horas mas que su asistente; ;cuantas horas trabajé cada uno?

Releer el problema

l

¢Cuales son los datos?

l

¢Qué se busca?

l

Introduccion de la variable

l

¢Como son los resultados
para distintos valores de
la variable

l

Plantear la ecuacion

l

Resolver la ecuacion

l

Contestar
Poner la respuesta

l

Comprobar la solucion

Quimico: 20 délares la hora
Asistente: 8 dolares la hora
Costo del trabajo: 1 040 doélares

Numero de horas que trabaja el asistente: x

Supuesto

Asistente Quimico

Six = 20 horas (x+10) = 30 horas
Costo: 8:20 + 20-(20+10)= 760

Six = 28 horas (x+10) = 38 horas
Costo: 820 + 20-(28 + 10) =984

8- + 20-(x + 10) = 1 040

8x + 20x + 200 =1 040
28x = 840
x = 30; luegox + 10 =40

El quimico trabajé 40 horas
y el asistente 30 horas

Six =30
8-x + 20-(x + 10) = 1 040
8:30 + 20-(30 + 10) = 1 040
240 + 600 + 200 = 1 040
1.040 = 1 040 (verdad)

Es necesario realizar un andlisis del resultado obtenido para poder razonar sobre la coherencia de este frente al

problema.



Ejercicios 3.5:
“Aplicaciones de ecuaciones”

1. Resuelve los siguientes problemas, utilizando ecua-
ciones de primer grado:

a. Una compania que renta automoviles cobra
doélares 30 al dia mas 15 centavos de dolar
por kildmetro al rentar un automavil, Elena renta
un automovil por dos dias y su cuenta es de
délares 108. ;,Cuantos kilometros recorrio?

b. El perimetro de un jardin rectangular es de
58m. Si el lado mayor mide 11m. mas que el
lado menor. ¢ Cuanto miden los lados del jar-
din?

c.  Un mecanico cobra délares 6 por hora y su
asistente délares 4 por hora. En una reparacion
la cuenta fue de délares 190, donde délares
92 son de mano de obra y 98 por repuestos.
Si el asistente trabajé dos horas menos que €l
mecanico, ¢.cuantas horas trabajo cada uno?

d. Una botella y su corcho cuestan 4,5 ddlares
y la botella 3,9 ddlares mas que el corcho.
¢ Cuanto cuesta la botella y cuanto el corcho?

e. Uno de los éangulos de un triangulo mide 52°y
la diferencia de los otros dos es 88°.;Cuanto
mide cada uno de esos angulos?

f.  Por un par de zapatos se paga el triple que
por una corbata, gastando en total por los dos
articulos délares 60. Calcular el costo de cada
uno. R: dolares 15 y dolares 45

g. Se cambian ddlares 100 en billetes de dolares
1y délares 5, recibiendo 24 billetes. ;Cuantos
billetes de cada clase se obtienen? R: 5y 9

h. Eltiempo maximo que debes tardarte en resol-

ver este problema, se descompone asi: %
del total en leerlo; € en datos y formulacion;

4

41 o resolverlo; y minuto y medio en su

100
comprobacion. ;Qué tiempo necesitas?

Luis hereda 100 000 ddlares vy los invierte dos
certificados de depdsito. Uno de los certifica-
dos paga el 6% v el otro paga 4%% de interés

anual. Si el interés total de Luis es 5 025 ddla-
res por ano, ¢,cuanto dinero esta invirtiendo en
cada tasa?

i, Un cartel tiene una superficie impresa de

100 por 140cm y una franja de ancho uni-
forme alrededor de los cuatro lados. El pe-
1

rimetro del cartel es 17 veces el perimetro

del area impresa. ;,Cuél es el ancho de la

franja en blanco y cuéles son las dimensio-
nes del cartel?

2. Resuelve los siguientes problemas, utilizando

ecuaciones de segundo grado:

a. Lasuma de dos nimeros es 5y su produc-
to es —84. Halla dichos nimeros.

b. Dentro de 11 anos la edad de Pedro sera
la mitad del cuadrado de la edad que tenia
hace 13 afos. Calcula la edad de Pedro.

¢. Para vallar una finca rectangular de 750 m?
se han utilizado 110 m de cerca. Calcula las
dimensiones de la finca.

d. Los tres lados de un triangulo rectangulo
son proporcionales a los nimeros 3, 4 vy 5.
Halla la longitud de cada lado sabiendo que
el drea del triangulo es 24 m?.

e. Un jardin rectangular de 50 m de largo por
34 m de ancho esta rodeado por un camino
de arena uniforme. Halla la anchura de di-
cho camino si se sabe que su drea es 540

m?2.

f.  Calcula las dimensiones de un rectangulo
cuya diagonal mide 75 m, sabiendo que es
semejante a otro rectangulo cuyos lados mi-
den 36 m y 48 m respectivamente

g. Halla un numero entero sabiendo que la

suma con su inverso es 26

5
h. Dos numeros naturales se diferencian en
dos unidades y la suma de sus cuadrados
es 580. ;/Cuales son esos nimeros?
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llustracion 39
Gréfica de los valores resultantes en una ecuacion
de valor absoluto.
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Resuelve: {x= —5,x=—1}

Fuente: Geogebra 2017

Errores y correcciones frecuentes
Si |x = a| =b

Error: [x| —a=b

Correccion: [x —a| # |x| —a

No se puede realizar apertura

En la recta real, a la distancia que existe desde el
cero hasta un nimero x se le conoce con el nombre
de valor absoluto de x y se escribe como |x|.

64

3.6 Ecuaciones con Valor Absoluto

En la recta real, a la distancia que existe desde el cero
hasta un numero x se le conoce con el nombre de valor
absoluto de x y se escribe como [x].
Geométricamente, el valor absoluto de un ndmero real
es el nimero que se obtiene cuando no se toma en
cuenta su signo.

(Haeussler P. y., 2015)

‘ |
4 unidades 4 unidades ‘

i |
3 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Definicion

El valor absoluto de un nimero real x, escrito como |x|,
se define mediante

xsix=>0
|| —xsix<0

(Haeussler, 2015)

Observacion:
x| =aex=a;x=—a

Ejemplo de ecuaciones con valor absoluto:

Resuelve la ecuacion con valor absoluto:

5

a. |1_TX|=6
_ 5 ._ _ 5 . __
1 4-)(—601 4X— 6
4—5x _ 24 04—5x=—24
4 4 4 4
—5x=20 o —5x=-28
XxX=—4 o x=%
Sol:{—‘l-;%}

3.7 Ecuaciones exponenciales

Una ecuacidn exponencial es una igualdad en la
cual la variable se encuentra como exponente. Por
gjlemplo: 52 =125

(Stewart R. y., 2009)

Para resolver una ecuacion exponencial se aplica las
propiedades de las potencias
am+n e am . an

amt=am+at Sia*t=a"->x=y



Dato Curioso

Las funciones exponenciales son apropiadas
para modelar el crecimiento poblacional para los
seres vivos, desde bacterias hasta elefantes.
Para entender como crece una poblacion, consi-
dere el caso de una sola bacteria, que se divide
cada hora. Después de una hora se tendrian dos
baterias, después de dos horas 22 o 4 bate-
rias, después de tres horas 23 u 8 bacterias, etc.
Después de x horas se tendrian 2x bacterias.

llustracion 40
Gréfica de funciones exponenciales.
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Fuente: Geogebra 2017

Para la resolucion de ecuaciones exponenciales, se
presentan los siguientes métodos:

Por reduccion a igual base

22x+5=16 4x2+x-30=1 2 3X-3= 27 X-7
22+5 — D4 4x2+x-30=4_0 <?) <?>
2x+5=4 XX+x—30=0 5 \or-3 27 \¥-T
x=—1 || x+6)(x—5)=0 <§) =(?>
2 X,=—6;Xx,=5
3x—3=; —3x+21
6x = 24
x=4

Por factorizacion y cambio de variable

X414 20 4201 =28 9x—2-3*24+81=0

2"'21+2"+%=28 3% — 9.3%.32481=0

x 1)\_
2(2+1+T>—28 32x — 18.3*+81=0

X 7 p—
2(2)_28 _—
2= 28(2
=28(7 —18t+81=0
2=8 (t—9)(t—9) =0
25 = 23
; t,=t,=9
X:
3= 32
x=2

3.8 Ecuaciones logaritmicas

Logaritmos

El logaritmo de un numero, en una base dada, es el
exponente al cual se debe elevar la base para obtener
el nimero.

log x=y->a'=x

Se lee “logaritmo de x en base a es igual a y". Debe
cumplir la condicion que a # 1.

Cuando se intercambia la notacion logaritmo log, x =y
y la exponencial a¥ = x, resulta observar que para am-
bas formas de escritura la base es la misma.

sauorendy - ¢ 01NLIdVD
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llustracion 41
Gréfica de funciones logaritmicas.

O GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

B[ (¥ S ol e P N =

i e c~

2 log x

7 GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayui

A

vl

log (=)

-8
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Ejemplo:
Notacion
Logaritmica Exponencial
log,16 = 4 2¢=16
1 1
lOg3 \/g :7 3 z = \/g
1 1
log, == -3 3% ==
8 27 27
log P=W av =

Propiedades de los logaritmos

e No existe el logaritmo de un nimero con base ne-
gativa: logfa X ; no existe

e No existe el logaritmo de un ndmero negativo:

log, (—x) ; no existe

No existe el logaritmo de cero: log, 0 ; no existe

El logaritmo de 1 es cero: log, 1=0

El logaritmo de a en base a es uno: log a=1

El logaritmo en base a de una potencia en base a

es igual al exponente: log, a* = x

e log (x-y)=log x+log y
X

* log, (7) =log x-log y

* log x"=n-log x

* log, VX" =%-logax

° alogax =X

Ejemplo:

1. Expanda el siguiente logaritmo utilizando las propie-
dades.

1
p 3
logM/ 10ga( @ r )

1 p* >_i 2 og db -
3 loga(qs.r = (log p*-log,g® - log.r)

=£lo .5
3 %8P 3

logaq -

1101‘
3 %

2. Escriba la expresion como un sdlo logaritmo

1 1
3 log, (x-1) - 710g2x

1

1
log, (x-l)3 -log x =log23\/x- 1-1-log,vXx

3
v (51)




Dato Curioso

John Napier
(1650 - 1617)

Fue un terrateniente escoceés cuyo pasatiempo
eran las matematicas. Lo conocemos hoy en dia
debido a su invento: los logaritmos, que publico
1614 bajo el titulo Description of the Marvelous
Rule of Logarithms (Una descripcion de la regla
maravillosa los de logaritmos). En la época de
Napier, los logaritmos se utilizaban exclusiva-
mente para simplificar calculos complicados. Por
elemplo, para multiplicar dos nimeros grandes
se escriblan como potencias de 10. Los expo-
nentes son simplemente los logaritmos de los
ndmeros. Por ejemplo,

4532 x 57788
~ 10365629 y 1()*76180
= 1841809

~ 261872 564

La idea es que multiplicar potencias de 10 es
facil (simplemente se suman sus exponentes).
Napier produjo tablas extensas que dan los lo-
garitmos (0 exponentes) de numeros. Desde la
llegada de las calculadoras y computadoras,
los logaritmos ya no se usan para este porposi-
to. Sin embargo, las funciones logaritmicas han
encontrado muchas aplicaciones, por ejemplo,
la respuesta humana al sonido vy a la intensidad
luminica es logaritmica.

Napier escribid sobre muchos temas. Uno de
Sus trabajos mas pintorescos es su libro A Plaine
Discovery of the Whole Revelation of Saint John,
en el que predice que el mundo terminaria en el
ano 1700.

(Stewart, 2007)

Ecuaciones logaritmicas:

Las ecuaciones logaritmicas son aguellas ecuaciones
en la que la incognita aparece afectada por un logarit-
mo. Por ejemplo: log,(x —1) =5

(Stewart R. y., Precalculo.
Mateméaticas para el calculo, 2009)

Para resolver ecuaciones logaritmicas se tiene en cuenta:

log x=log y—>x=y
log b=x-a*=b

Para la resolucion de ecuaciones logaritmicas, se pre-
sentan los siguientes métodos:

Por propiedad
log b=x—a*=b

Klog(x —2) —log(x — 11)\ (ogg(x +2) +log,(x — 4) \

10g10[x_;1f} =1 lOg3 [(x+2)(x—4)] = 33
[% =10! [(x+2)x—4)]=3°
x— 171

x?—2x—8=27
x—2=10x—110

x>—=2x—35=0

108 =9x
x—7)(x+5=0
x=12
X1 =7 ; X2 =-5 (no es solucién)
- AN %
Por propiedad

log x=log y—>x=y
|
| |

ggSZ +log (11 —x?) N Q)gz(Zx +7) —log,(x — 1)\
=2log,(5—x) =log,5
log, [2(11 — x?)] lo 2x+77_ log. 5
= log,(5— x)? & x—1 | =108,
2x+7
[2(11 = x2)] = (5— %7 [ =5
—_ 2 — —_ 2

22 —2x*=25—10x +x X+ 7=5x—5
3 —10x+3=0 x=4

1
X, = 3; X,= >
\_ AN J
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Ejercicios 3.6:
“Ecuaciones con valor absoluto”

1. Resuela las siguientes ecuaciones con valor

absoluto

a. |4x—1|=5

b. 2—%|=2

C. % =1

d [2=31=2

e. %—1|=4

fo|Aox|-3
3x

8. X)izl|=4

Ejercicios 3.7:
“Ecuaciones exponenciales”

1. Determina la solucion de las ecuaciones expo-

nenciales.

o (L) =33

b.  64% = 32

c. 1025+6=1

o (0]
e. 4\/@ = %S

£ 2984 2¢=72

g 2¢14 21 =40

h. 572+ 5H=%

i 3%+2:3*—15=0
j. 22—5.2¢4+4=0
k. 4*—3.2¢1=-8

L 31 —3x=2

m. 943 =283
n 2542=*—-3=0
0. 2"+ % =5

p. 2—37%43%1=0

68

Ejercicios 3.8:
“Ecuaciones logaritmicas”

1. Expresa la ecuacion dada en notacion exponencial,

a. log,81=4

b. log, 01=-1
c. log,16=2

d In3=x

e. log,(x+1)=3

2. Expresa la ecuacion dada en notacion logaritmica.

a. 2°5=32
1
b. 492=7
c. 107%2=0,01
d e =4
e. 100=s

3. Expanda los siguientes logaritmos utilizando las
propiedade;

a. log(2ab) =
3a_
b. log 4
VES
L] =
c. log =
d. In(a’b*) =
e. logvab=

f In 5a%b* ¢ —
' 2xy

e

h. log (7ab® v/5¢%)

1 2xy \?
08, J/8xy )~
10a

bS

j. In



4., Escriba cada expresion como un solo logaritmo:

a. loga+logb=

b. logx-logy=

C. %logx+%logy=

d. loga—logx—logy=

e. logp+logq—logr—logs=

f. log2+log3+log4=

g. log(a+Db)+logla—b)=

h. log (x* —5x +4) —log(x-4) =

i. log(a*?—25)—log(a—5)=

- %loga +%logc—%logd=

2z

3
k. —-loga?
oga‘ + 3

1
5 4 —
z logp 5 logq*=

Determina el valor de x en las siguientes ecua-
ciones:

a. log,81=x
b. log5 0,2=x
c. log,x=-3
_ 2x-—1
d. 10g4 64 = T
- X
e. log,16= 2

f. x+2=1008
g X =10%0¢
h. log[4(x*+5)] =2

i log, ,(81)=2
log(x+1) _

log(x—1)
k. logx+log(x+3)=2log(x+ 1)

I 2+log,(3x—2)=log,(x+1)

1

m. log(5x+4)—log2= >

log (x + 4)

6. Grdfica utilizando el programa geogebra en linea
las siguientes funciones y analiza cada una de

ellas:
a. y=e*
b. y=10*
c. y=e™*
d y=10"*
y =log x
f. y=Inx

Aplicaciones

Las poblaciones animales no pueden crecer sin re-
striccion debido a la limitacion de habitat y suminis-
tros de alimento. En tales condiciones la poblacion

sigue un modelo de crecimiento logistico

d
PO =T ke

Donde ¢, d y k son constantes positivas. Para cierta
poblacion de peces, en un pequeno estanque;
d=1200,k=11,c= 0.2yt se mide en anos. Los
peces se introdujeron en el estanque en tiempo
t=0.

a. /Cuantos peces se colocaron originaimente en
el estanque?

b. Calcula la poblacion después de 10, 20 v 30
anos.

c. Grafica la funcion P(t) y responda: ¢A qué valor
tiende la poblacion cuando t — «?

sauorendy - ¢ 01NLIdVD
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Excursiones matematicas

Observa la figura que se presenta:

a. ldentifica las coordenadas de los puntos de in-
terseccion de las dos funciones

b. Sif(x) =x*ygx)=x+2, ;/cudles son los va-
lores de x que al sustituirlos en las funciones,
¢,8us valores resultan iguales?

c. Determina los ceros de la funcion
f(x) =x*-x-2

d. Compara los resultados de a,b y ¢

2. De una cartulina rectangular se recortan en las es-

quinas cuatro triangulos isdsceles congruentes en-
tre si. ¢ Cuanto tienen que medir los lados de estos
triangulos si se desea que el area de la cartulina se
reduzca en 25%"7

18 cm

wo gl

3. Se lanza una pelota hacia arriba que sigue una tra-

yectoria parabdlica que cumple con la gréfica de
la funcion cuadrética h(t) = —12t* + 96t + 100,
donde h indica la altura (en centimetros) alcanzada
por la pelota al cabo de t segundos de transcurrido
el lanzamiento.

a. ¢Cuanto tiempo tarda la pelota en alcanzar su
altura maxima”?

b. ¢Cual es la altura maxima que alcanza la pe-
lota?

c. ¢Qué altura alcanza la pelota transcurridos tres
y cinco segundos desde su lanzamiento?

Determina la funcion cuadratica de la forma
f(x) = ax* + bx + ¢, que se presenta en la grafica.

>

Diana desea cercar un terreno en forma rectangu-
lar, para lo cual comprd 4 000 metros de alambre
de puas que debe disponer en cuatro lineas como
se muestra en la figura ¢Cuales deben ser las di-
mensiones del terreno a cercar para que su area
sea maxima”?

‘Aﬂmm
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CAPITULO 4 : Desigualdades

Objetivo:

4.1, Conocer y manejar las reglas empleadas en Del marco geométrico migran al marco algebraico en
la resolucion de desigualdades vy usarlas en donde se posicionan con la simbologia algebraica, las
la determinacion del conjunto solucion de la resoluciones de las desigualdades estan bajo las orde-
inecuacion dada. nes de las ecuaciones tomando en cuenta gue ahora

los resultados son un conjunto de elementos y No uno
solo, aqui también son usadas como objeto y herra-
mienta para resolver problemas matematicos.
Contenidos:
Las autoras concluyen gue en el area funcional se re-
En este capitulo el estudiante encontrara los suelven problemas de modelizacion de situaciones que
siguientes contenidos: podran ser combinaciones geometricas, algebraicas de
la vida cotidiana, relacionadas con otras ciencias.
e Meétodos de solucion para desigualdades
lineales y desigualdades no lineales

e Aplicacion de inecuaciones en la vida cotidiana

Las desigualdades se establecen para tomar alter-
nativas de solucion, uno de sus usos puede darse
en el enfogue de un proceso con resultados optimos
sean estos valores altos o bajos segun lo planteado.

Resena historica: Marco
algebraico
Segun Scaglia, Bernardis y Nitti (2017) en los ini-
cios de la historia, las desigualdades fueron solo
de carécter instrumental y comparativo. Luego, las
investigaciones fueron en avance y ahora encon-
tramos revistas cuyo objetivo es el andlisis de las
desigualdades y sus aplicaciones, el pensar en
resolver problemas geométricos relacionados con
longitudes o problemas algebraicos que tienen un
conjunto de soluciones hace que estas redinan un
marco geometrico, y un marco algebraico que tiene
como objeto final un resultado optimo.

Marco
funcional

Las autoras manifiestan que el marco geométrico
tiene sus inicios en la historia cuando las desigual-
dades eran usadas como objeto de comparacion
entre medidas de lugares geométricos como sus
areas, perimetros y volimenes utilizados para resol-
ver problemas basados en visualizacion de cons-
trucciones geometricas.
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llustracion 42
Conjunto de valores que son resultado de la des-
igualdad.

€7 GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opciones Herramient:

RIS

Fuente: Geogebra 2017

4.1 Desigualdades

Una desigualdad es similar a una ecuacion, solo gue en
lugar de tener un signo de igual, hay uno de los simbolos
<,>,<,>. Agui esta un ejemplo:

4x+2=>19

Resolver una desigualdad gque contiene una variable quiere
decir determinar todos los valores de la variable que hacen
que la desigualdad sea verdadera. Una desigualdad, por lo
general, tiene infinitas soluciones, las cuales forman un in-
tervalo o una union de intervalos en la recta de los nimeros
reales.

A continuacion, se muestra como una desigualdad difiere
de su ecuacion correspondiente:

Solucion Grafica
4x+7=19 x=3 T ! s e
4x+7<19 x<3 5 o6 1 i ¥

(Stewart 2009)

A continuacion se describen los diferentes tipos de interva-
los que podemos encontrar:

Intervalos acotados de nimeros reales

Sean ay b nimeros reales cona < b.

Notacion Tipo Notacion Grafica
de intervalo de intervalo de desigualdades

[a, b] Cerrado a<x<b «F—>
a b

(a,b) Abierto a<x<b <—H—>
a b

[a, b) Semi-abierto as<x<b <—H—>
a b

(a, b] Semi-abierto a<x<b <—H—>
a b

Los nimeros a'y b son los extremos de cada intervalo.

Intervalos no acotados de nimeros reales

Sean ay b nimeros reales.

d: ?r:ta:r?e:‘lo de i:::::valo de d::it:::;ades Gréfica
[a, ) Cerrado X>a ¢ E
(a, ) Abierto x>a 4_3%;
a
(-o0, b] Cerrado x<b ﬁ%
(-0, b) Abiero x<b ﬁ%

Cada uno de estos intervalos tiene exactamente un extre-

mo aob.




llustracién 43
Solucion grafica de una desigualdad

O GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[3] AL elo)] <]

¥ Vista Algebraica
_— | 1 4 ﬁ v
Inecuacion

@ a:8x<16x+6
@ D:5<4x-3<14

J

¥ Vista Grafica

| fiCv
-3/4
(—3/4,00)
¥ Vista Grafica 2
| ACY
@ v T v —O
2 17/4
[2,17/4)

Fuente: Geogebra 2017

Errores y correcciones frecuentes

Error: Cualguier valor es resultado de una desigual-
dad.

4x+7<19
11 <19
15<19
19<19
23 <19 error
27 <19 error
31 <19 error

Q| U | D | W N X

Correccion: Existe un conjunto de valores solu-
cion en toda desigualdad.

Reglas de desigualdades:

1. ASBS A+C<B+C
A<B S A-C<B-C
SiC> 0,entoncesA<B < CA<C(CB

SiC< 0,entoncesA<B < CA>CB

SiA>0 yB>0entoncesA<B @%2%

SiA<ByC<DentoncesA+C<B+D

AL

4.2 Desigualdades lineales

Se conoce como desigualdad lineal cuando
cada término es constante o mdiltiplo de la va-
riable.

Ejemplo de desigualdad lineal:

Resuelve la desigualdad 4x < 8x + 3

4x < 8x+ 3
4x — 8x < 8x+ 3 —8x
—4x< 3
3 1
(-3 )ew<s(4)
3
X>—T

Por tanto el conjunto solucion es (— % , 00>

Ejemplo de un par desigualdades
simultaneas:

Resuelve las desigualdades 5 < 4x —3 < 14

El conjunto solucion consiste en todos los valo-
res de x que cumple la desigualdad.

5<4x—-3y4x—-3<14
Portanto: 5 <4x—-3< 14

5+3<4x—-3+3<14+3
8<4x<17

o(4)=4(5) <17 ()

2< —
<x< 4

El conjunto solucion es [ 2, %)
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Dato Curioso

Escalas Fahrenheit y Celsius

Las instrucciones en un empaque de pelicula indi-
can que la caja debe conservarse a una temperatura
entre 5°C y 300C; se conoce que la relacion entre

grados Celsius (C) y grados Fahrenheit (F) la da
ecuacion C = %(F — 32). Al expresar la condicion

de la caja en términos de desigualdades, tenemos:
5<C<30

De modo que las temperaturas Fahrenheit cumplen
con las desigualdades.

5<%(F—32)<30

(5)5<(3) s F-m<(5)u

9< (F—32)<54
41<F<86

4.3 Desigualdades no lineales

- Criterios para resolver desigualdades
. no lineales

1. Pase todos los términos a un miembro.

i Si es necesario, vuelva a escribir la desigual-
dad de modo que todos los términos no cero
aparezcan a un lado del signo de la desigual-
dad.

2. Factorice. Factorice el miembro no cero de
i la desigualdad.

. 3. Determine los intervalos. Calcule los valo-

: res para los cuales cada factor es cero. Estos
numeros dividirdn la recta numérica en inter-
valos. Liste los intervalos determinados por
medio de estos ndmeros.

4. Elabore un tabla o diagrama. Utilice los

i valores de prueba para construir una tabla o
un diagrama de los signos de cada factor en
cada intervalo. En el Ultimo renglon de la tabla
determine el signo del producto o cociente de
estos factores.

5. Resuelva. Determine la solucion de la des-

’ igualdad a partir del Ultimo renglon de la tabla
de signos. Compruebe si algunos de los ex-
tremos de los intervalos cumplen con la des-
igualdad, lo cual es vélido si la desigualdad
contiene < o =.

(Stewart 2009)

Ejemplo de desigualdad no lineal
- polinomial:

Sea f(x) = (x + 3)(x* — 4)(x* — 1), determine
| donde el polinomio es cero, positivo y negativo

e Factorizando la expresion dada queda expre-
' sada de la siguiente forma:

) =x+3)E+2)E-2)E+1DE-1)
e Los ceros de la funcion son: f(x)=0
X, =-3x,=-2;x,=2;x,=-1;x. =1
Los intervalos de andlisis son:

(=00, —3); (=3,-2);(=2,2); (2,-1); (-1,1) ;
(1,00)

e Para determinar cuando f(x)>0V f(x)<0, se
' elabora el diagrama de signos



llustracion 44

Solucion grafica de los ejemplos de desigualda-

des no lineales mostrados.

4N

_____ AL

v Vista Algebraica

=|=lv fiv

=

el

- Funcién
L@ f(x) = (x+3) (x*—2) (x2
Texto

_1)

v Vista Grafica

| ACY
f(z) >0;(—3:—2) U (—1:1) Y (2:00)
f(z) <0;(—oc;—3)U (—2: —1) U (1:2)

0/

- 1 0
\/

f

1]

[&] Al

A
]
v

D)

loll®)

&I\

¥ Vista Algebraica

=|=lv fiv

- Funcién
i x—5

S

~@giy=

_~ Vista Gréfica
| fCv

f(z) >0:[-1,1/2)

(-OO, '3) ('3' '2) ('2' '1) ('1' '1) (1' 2) (2' OO)

X+ 3 - + + + + +
X+ 2 - - + + + +
X—2 - - - - - +
X+1 - - - + + +
Xx—1 - - - - + +
x+3)

, = + — + — +
=D < | CO | <o) | GO | <o) @ GO
@ =1

La solucion:

F()>0, (—3,-2)U(—1,1)U(2,00) f(x)<0:(—0,—3)U(—2,—1)U(1,2)

Ejemplo de desigualdad no lineal, racional:

Resuelve la desigualdad racional. Escribe la solucion en
forma de intervalo

x—5
2x—1

=2

e |gualando la expresion racional a cero (el cero es el
elemento que divide lo negativo de lo positivo). Queda
expresada de la siguiente forma.

x—5
2x—1

-220

e Resoliendo el lado izquierdo de la inecuacion.

X—5—4x+2
—>
2x—1

—3x-3

>0
2x—1

e Se calcula el o los ceros del numerador y los valores
para los cuales no esta definida el denominador.

—-3x—3=0;2x—-1=0
1

x=—1;x=—-

2

Los intervalos de anélisis son:

o ) (3

Tabla de andlisis:

Fuente: Geogebra 2017

;)| ()

_00)_1 _157 — ©

(—oo,=1] | -1, .
—3x+3 + - -
X+ 2 - - +
—3x —

_—3x-3 _ N _
2x—1

el [—q 1L
ﬂ@zosm[1ﬁ?)

sopep[ensisaq : ¥ 0'INLIdYD
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4.4 Desigualdades con valor absoluto

Desigualdades Forma equivalente Grafica
1. |x|<c —c<x<c 0 c
2. x| <c —c<x<c 0 c
3. |x|>c x<—coc<c - 0 c
4. |x|]=c XxX<—coCc<Xx - 0 c

Las propiedades antes descritas se cumplen cuando se reemplaza la variable x por cual-
quier expresion algebraica. (En lo mostrado en el cuadro anterior suponemos que ¢ > 0)

llustracion 45
Solucion gréfica del ejemplo de desigualdad con va-
lor absoluto mostrado.

€7 GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ven

\ ,
R ALAH O]
v Vista Algebraica
=|=lv fiv

: Inecuacion
@ b:|3x+3|>2

¥ Vista Grafica
| ACY

Fuente: Geogebra 2017

Ejemplo de desigualdad con valor absoluto:

1. |x—5|<2
—-2<x—-5<2
—2+5<x<2+5
3<x<7

El conjunto solucion es el intervalo abierto (3,7)
2. |3x+3|=2

De acuerdo a la propiedad, se tiene:

3x+3<—2o0bien3x+3=>2
3x<—50bien3x>-1
1

5 .
< - >
x < 3 o bien x > 3

El conjunto solucion es (— oo, — %] V] —%,oo)
2x—1
x+3
2x—1
<
x+3 7 1
x# -3

<1

~1<

2x-1 2x-1
<1
x+ 3 y x+3 ~

3x+2 x-4
o<
= x+3 7 x+3

+ ) y x €(—3,4]

X € (—o0,-3)U g 2

La solucion final es la interseccion de las soluciones ob-

das: | — 2
tenldas.[ 3 ,4]



llustracion 46

Solucion grafica del ejemplo de modelado con des-

igualdad.

5] AL

A
(]
v

AN

Nl

¥ Vista Algebraica

Inecuacion

‘@ a: 5+0.25x <2+ 0.5x

Texto

¥ Vista Grafica

Ev Av|N

Mediano v | ¢

x> 12

.- - .

"

R ][~

v

B2

v|

o)

=

¥ Vista Algebraica

:| | w ﬁv

Inecuacion

‘@ a: 54+ 0.25x <2+ 0.5x

1_'exto

v Vista Grafica

Hv Av N7

Mediano o

Fuente: Geogebra 2017

4.5 Modelado con desigualdades

La vida cotidiana muestra con recurrencia interés en ob-
servar cuando una cantidad es mayor 0 menor que otra;
por tanto, frecuentemente se presenta el modelado de
problemas con desigualdades.

Proceso de resolucion de problemas:

|[dentifica la variable

\

Expresa todas las cantidades
desconocidas en términos de la variable

v
Plantea el modelo
Y

Resuelva

Ejemplo de modelado con desigualdades:

Un parque de diversiones tiene dos planes de pago:

1er Plan: Entrada 5 ddlares y cada juego 25 centavos
2do Plan: Entrada 2 ddlares y cada juego 50 centavos

¢ Cuantas vueltas tendra que dar para que el primer plan
resulte menos costoso que el segundo plan?

Solucion: x = nimero de vueltas

La informacion en el problema se podria organizar como
sigue:

En palabras En lenguaje algebraico
NUmero de vueltas X
Costo con el primer plan 5+0.25x
Costo con el segundo plan 2+0.50x

Ahora planteamos el modelo:

Costo con el Ter. plan < Costo con el 2do. plan
54 0.25x < 2 + 0.50x

3+ 0.25x < 0.50x

3<0.25x

12 <x

Respuesta: si planea dar mas de 12 vueltas, el Ter. plan
€S Menos caro.
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Ejercicios 4.2, 4.3, 4.4, 4.5:
"Desigualdades ”

Seas={-2-1,0— % 1, vZ,2, 4}. De-
termine cuéles elementos de S cumplen con la
desigualdad.

a.
b. 1<2x—-4<7

g]
|

o
N
B

|
[N
V
>

Resuelva la desigualdad lineal. Expresa la solu-
cion usando la notacion de intervalos y grafica el
conjunto solucion en geogebra.

3x+11<5
5—-3x<-16

0<5-2x
2 1 _
5X+1< 5 2X

5<3x—-4<16

2<8-2x<—1
3S3X+7S%
2x—13_ 2
7<7
ST 12 =3
P —l<c4=3x 1

2 5 4

IS

a o

= @ ™ oo

1
6

Resuelva la desigualdad no lineal. Expresa la
solucion usando la notacion de intervalos vy gra-
fica el conjunto solucion en geogebra.

a. (x+5x-3)<0

b. x(4x+7)=0

c. x*-3x—-18<0

d 2x*+x2>1

e. 3x2—-v3x<2x’+4

f. x2=23(x+6)

g x*<4

h. x+2)x—1)x—-3)=0

i x*—4x<0

j- XI% > 0; colocar restricciones en su dominio
X

80

2x+1
"x-—5

%< 2; colocar restricciones en su dominio
x+1
x—3
dominio

—-2< ; colocar restricciones en su

< 3; colocar restricciones en su dominio

X+ 1Xl 1X —7) > 0; colocar restricciones en
su dominio

2 < 2 ; colocar restricciones en su
x+1 X

dominio

1+

_’i 1 > 3x; colocar restricciones en su dominio
X

6 _ 6 >1;colocar restricciones en su
x—1 X
dominio
X o 5
2 T x+1
dominio

+ 4; colocar restricciones en su

X+ 2 x—1
Xx+3 <X—2
dominio

; colocar restricciones en su

1 1
x+1 X+ 2
su dominio

< 0O; colocar restricciones en

+

Realiza la gréfica de las siguientes funciones racio-
nales en el programa geogebra en linea y determi-
ne los valores de x para los cuales la mencionada
funcion es: definida, indefinida, positiva y negativa.

a.

b.

o

fey=2xtLl42
x—3

- 4x _
0= 85
_(2x-1)+1
JO="""0
fX)=xvx+1
_ X—4
fe= (x=7) vx+8
_ (2x+3) vx—3
0 ="

Resuelva la desigualdad con valor absoluto.
Exprese la respuesta usando la notacion de
intervalos y grafica el conjunto solucion.

x| < 4



1
> 1
x> -1

|2x] =8
2
— 4] >4
= 4> 2
1 >
Lixi=
[3x—3] <04
X—2
| 3 kz
8—|2x—1|>6
7|1x+ 5| >4

2xXx— 2

1
x+3 <

5x—1
X+ 2

3—2x+1|<1

—4=>1

Se proporciona la frase que describe un conjunto
de los nimeros reales. Expresa la frase como una
desigualdad en valor absoluto.

Las

Todos los ndmeros mayores que —5 y meno-
res que 5

Todos los nimeros entr —% y %
Todos los numeros menores que Y
mayores que %

Todos los nimeros reales x menores gque 3 un-
idades a partir del 0

Todos los ndmeros reales x de mas de 2 uni-
dades a partir del 0.

siguientes gréficas realizadas en el programa

geogebra corresponden a funciones en el plano,
determine a través de las mismas y comprueba
analiticamente cuales son los valores de x para los
cuales las mencionadas funciones son positivas y
negativas.

Funcion =

hiy=x-4x

Punto

Funcion

Recta

Punto

Funcion =N

hiy=(x+3) (x=2) G+ 1)

Recta

Punto

y=r+x-2

-1

-1

-2

sopep[ensisaq : ¥ 0'INLIdYD
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Resuelve los siguientes problemas que son aplica-
ciones de desigualdades:

a.

¢ Qué intervalo de la escala de Celsius corres-
ponde al intervalo 50 < F <957

Una compafia que renta vehiculos ofrece dos
planes para rentar un automaovil,

Plan A: USD 30 por dia y 10 centavos por
milla.

Plan B: USD 50 por dia y gratis millas recorridas
limitadas.

¢ Qué valor de millas el plan B le haréa ahorrar
dinero, para un dia de recorrido?

Se estima que el costo anual de manejar un
automaovil nuevo se obtiene mediante la formula

C=0.35m + 2200

donde m representa la cantidad de millas
recorridas al ano y C es el costo en ddlares.
Jane comprd uno de esos vehiculos y decide
apartar para el ano proximo entre USD 6400 a
7100 para los costos de manejo. ¢Cual es el
intervalo de millas correspondiente que puede
recorrer con su automovil?

La estatura promedio de un varon adulto es de
68.2 pulgadas y 95 % de los varones adultos
tienen una altura h que cumple la desigualdad.

h—68.2
| 20 |52

Resuelve la desigualdad para determinar el in-
tervalo de estaturas.

Una mujer tiene 120 metros de cerca resis-
tente a las ovejas. Quiere delimitar un huerto
rectangular en su terreno que mida por lo me-
nos 800 metros cuadrados. ¢Qué valores son
posibles para el largo del huerto rectangular”?

La fuerza gravitacional F que ejerce la Tierra
sobre un objeto cuya masa es de 100 kg se
determina mediante la ecuacion.

_ 4000000

F &

donde d es la distancia en km del objeto
desde el centro de la Tierra y la fuerza F se
mide en newtons (N). ¢ Para qué distancias
la fuerza que ejerce la Tierra sobre este obje-
to estara entre 0.0004 N'y 0.01 N?

En las cercanias de una fogata, la tempera-
tura T en °C a una distancia x metros desde
el centro de la fogata se determina mediante
la formula:

600 000

T= %1300

¢A qué distancias del centro de la fogata la
temperatura sera menor de 500°C"?




Excursiones matematicas

¢ Cuantas cajas de bebidas de 35 cm de altura
puede cargar el camion, una sobre otra, para que
pueda pasar justo por debajo de un portal de 2,70
m de altura?

a. Describe la altura de la carga por medio de un

término.

b. Expresa la altura de la carga por medio de una

inecuacion. ;Cuantas cajas de bebidas pueden
ser cargadas como maximo una sobre otra”?

Un equipo aspersor de jardin rocia 400 litros de
agua por hora. ;/Cuanto tempo se puede dejar
prendido, siya ha rociado 800 litros y méaximo debe
rociar 1800 litros?

El peso de una camioneta es de 2450 kg. La
diferencia entre el peso de la camioneta vacia y el
peso de la carga que lleve no debe ser inferior que
1250 kg. Si hay que cargar cinco cajones iguales,
Jcuanto puede pesar, como maximo, cada uno de
ellos para poder llevarlos en esa camioneta?

Se van a empacar latas de 300 g cada una. Hay
que contar con 500 g para el empaqgue. El paquete
total debe pesar maximo 12 kg. /Cuantas latas se
pueden empacar como maximo?

El perimetro de un rectangulo debe ser maximo de
26 cm. Uno de los lados del rectangulo es cuatro
veces tan largo como el otro. ¢ Qué longitud maxima
tienen los lados?

Se desea construir un corral rectangular para un
conejo utilizando una malla de 20 m de longitud.
¢ Cuéles deben ser las longitudes del rectangulo si
se desea obtener un drea mayor a 16 m27?

En un aviso publicitario como se presenta en la
figura, se desea ampliar el espacio para el texto
reduciendo el margen. ¢Cuanto pueden medir las
longitudes del rectangulo que corresponden  al
texto?

La formula t? + 6t + 56 en miles de millones de
dolares es la proyeccion del producto bruto interno
de un pais XYZ, donde t representa los afos que
se mide a partir del ano en curso. Determina el
momento en que el producto bruto interno del pais
XYZ exceda o sea igual a los 72 mil millones de
ddlares.

8cm

10cm
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CAPITULO 5: Introduccién a la geometria analitica y la recta

Objetivos:

5.1 ldentificar las coordenadas de un punto en el
plano y conocer su interpretacion gréfica.

5.2 Reconocer vy representar graficamente luga-
res geometricos de puntos a distancia cons-
tante de los ejes.

5.3 Representar las diferentes formas de ecua-
cion de la recta.

5.4  Representar ecuaciones rectas paralelas y
perpendiculares.

Contenidos:

En este capftulo el estudiante encontrara los
siguientes contenidos:

Coordenadas cartesianas
Distancia entre dos puntos, punto medio
e |arecta, caracteristicas y formas de
representacion
e Rectas paralelas y perpendiculares

Reseiia historica:

Menecmo, matematico y gedmetra griego, en el afio
350 a. C., planted el problema de la duplicacion del
cubo (construir un cubo de doble volumen que otro
dado) y probablemente descubrid las secciones co-
nicas, es decir, la elipse, la parébola y la hipérbola.

Los mateméticos griegos Euclides y Apolonio de
Perga introdujeron los dos primeros conceptos so-
bre geometria analftica: el primero, al organizar mu-
chos resultados en su libro clasico Los elementos;
el segundo, en su libro Conicas, en el cual definio
una ‘conica’ como la interseccion entre un cono 'y un
plano. (Boyer, 1986).

En el siglo XVII, René Descartes vy Pierre de Fermat
definieron la idea fundamental sobre la geometria
analttica, cuyas bases se fundamentan en los traba-
jos de la antigua Grecia, especiamente en las inves-
tigaciones de Apolonio y Euclides, quienes tuvieron

una gran influencia en esta area de las matematicas, y
al adoptar el algebra de Vieta para el estudio del lugar
geométrico.

En sintesis, la geometria analitica constituye, por un lado,
la integracion de las contribuciones matematicas, de la
geometria, como el estudio de la formay, por otro, de la
aritmética y algebra, que tienen que ver con la cantidad
o los nuimeros. Es decir, es la aplicacion del algebra
simbdlica aplicado al estudio de problemas geométri-
COS con base en la asociacion de curvas y ecuaciones
indeterminadas utilizando sistemas de coordenadas

(Delshams, 2008).

Analytical Geometry

B
N\

Hyperbola

/

Conicas (Martinez, 2014)
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llustracion 47
Puntos en el plano x,y

D RN

» Vista Algebraic | » Vista Grafica
- Punto T |
(o]
e 5 . -
|
|
4 1
| |
| |
\ D
11 3 : . =
| |
|
2 |
|
|
A
,,,,,, A-|——— . L1
| |
B |
—O
-1 0 1 2
|
1 = =
|
|
E |
- . -2 ,; - . =
|
\

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 48
Distancia entre dos puntos en el plano x,y.

ACy

(y2— 1)

(z2—x)

Fuente: Geogebra 2017

5.1 Coordenadas cartesianas

Las coordenadas cartesianas de un punto del plano
permiten ubicarlo en el plano de forma bien determi-
nada. Cuando hablamos de plano nos referimos a:

R?>={(a,b) :a,b ER}

A un elemento de IR? lo llamamos punto del plano, o
vector del plano. El eje de las x (de las abscisas) es
{(x,0) : x €R}. El gje de las y (de las ordenadas) es
{(0,y) : x €eR}. El punto (0, 0) se denomina origen

(Swokowski y Cole, 2011).

Para graficar un punto (x,y) del plano. Se ubica su
coordenada en las X, luego se traza una linea verti-
cal. Se ubica su coordenada en las 'y, se traza una
linea horizontal. Finalmente, el punto (x,y) es aquel
donde se cortan estas lineas.

5.2 Formula de la distancia

Sean P (x,,y,) y P, (x,y,) dos puntos cualesquie-
ra en el plano, y se desea obtener la distancia no
negativa entre ambos puntos. Denotamos a esta
distancia por [P, P,|. Se emplean las barras de valor
absoluto porgue interesa Unicamente la longitud que
€s un NUmero No negativo.

(Louis Leithold, 1982).

Usando el teorema de Pitagoras,

1P1P2 = /(xo —xa V +(y2—y. )
Ejemplo de distancia entre dos puntos

Demuestra que el triangulo con vértices en
A(—2,4),B(—5,1),y C(—6,5) es isosceles.

l=V(—6+5)+(5—1) =17
J—2+5)V+(4—1)=3v2
I=/(—6+2)Y+(5—4) =17

Por tanto, | BC | =] AC |
El triangulo es isdsceles.




llustracion 49
Grafica del punto medio de un segmento de recta en
dos dimensiones

€7 GeoGebra Classic 5

Archivo Edita Vista Opciones | i Ayuda
By EANIE
v Vista Grafica
i acy

Y2
_____ Ylevsisoaauantirt

" Py(x1,91) = ml;i Ll

@ :z:i T2

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 50

Gréfica del punto medio de un segmento de recta en
tres dimensiones

Fuente: Geogebra 2017

5.3 Formula del punto medio

Sean P, (Xl,',yi) y P, (x,y,) los extremos de un seg-
mento rectilineo, que se denotan por P, P, siendo
este un segmento de recta. Sea P(x,y) el punto me-
dio del segmento rectilineo P, P,, se tiene que:

X1+X2

X = 2

Andlogamente se tiene que:

Yy, tY,

2

Por tanto, las coordenadas del punto medio de un
segmento rectilineo son, respectivamente, el prome-
dio de las abscisas (x), y el promedio de las orde-
nadas (y).

(Leithold, 1982)

Ejemplo de punto medio entre dos puntos

Si un extremo de un segmento rectilineo es el punto
A(—4,2), y el punto medio es P_ (3, —1) encuentra
las coordenadas del otro extremo del segmento.

Solucion:
A(—4,2);
X, =—4,y =2
P_(3,-1);
X = 3, V.= -1
x = leerz 3= _42+X2 =>x,=10
Y yl;yz - _42+X2 =y,=2

El otro extremo del segmento es el punto B(10,2).
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llustracion 51
Relacion entre un desplazamiento vertical y un des-
plazamiento horizontal

Vista Algebraica  [X| | v Vista Grafica

Punto | ! ACY
@ A=(1510)

B=(13.07,0.17) T
® D=(0,0)

@ E=(15,0)
Segmento
® =10
® g=15

.

4
Texto ! : ,__,_J_,V
I, \ desplazamiento
vertical
& 0

desplazamiento
horizontal

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 52
Pendiente de una recta.

Al A M=l 2 NS e a2 Il
RN elOl 4=
Ml ACY

B (x2,Y2)
m = Y2 — Y
Tz — Ty
Y2 — Y1
A (x15¥1)
Ty — 1

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 53
Rectas con pendientes diferentes

Fuente: Geogebra 2017
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5.4 Larecta

Se tiene una recta no vertical al unir dos puntos cuales-
quiera sobre el plano x,y.

Las ecuaciones de la recta dependen de la inclinacion

de la misma, a esta inclinacion se le conoce como pen-
diente de la recta.

Pendiente de la recta

La pendiente m de una recta que no es vertical y que
pasa por los puntos A(x,,y,) y B(x,,y,), es

i desplazamiento vertical
pendiente =

desplazamiento horizontal

.= Y,

XX

m = pendiente =

e | apendiente de una recta horizontal es cero, debi-
do a que los dos puntos gue unen la recta tienen

=¥
e | apendiente de una recta vertical no esta definida.
(Stewart, 2009)
La pendiente de la recta es independiente de los puntos
que se tome como referencia, la pendiente es positiva

si el angulo de inclinacion de la recta es menor que 90°,
y €s negativa si es mayor que 90°,

Ejemplo de pendiente de una recta

1. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los
puntos A(2,1) y B(8,11).

o 11-1
T 8-2
mo 10 _ 5
6 3

2. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los
puntos A(—=2,1) y B(—=8,11).

mo  11-1

T —8-(-2)
m= 10 __ 5
-6 3



Ecuaciones de la recta

Primer caso: Si una recta pasa por dos puntos P,
(x,y )V PXy) lapendiente es m,

Se escribe esta ecuacion de la forma:

llustracion 54
Resolucion del ejemplo nimero 3 de ecuaciones de
la recta

y—y,=mX-—x)

€ rectas que se cruzan.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DEERSoER

&
v Vista Algebraica

AB

N

Al

v|

:| v fov
Punto
@ A=(3,4)
Recta
® f:x+2y=5
@ gx+y=-1
v Vista Grafica
L} v mv | o
[ 1 2 3 4 5 8 7 €

A(3,-4) xr+2y+5=0

% x+y+4+1=0

Fuente: Geogebra 2017

Forma de la ecuacion de una recta que pasa
por un punto y tiene una pendiente dada

Una ecuacion de la recta que pasa por el punto (x,,y,)
y tiene pendiente m.

y—y,=mEx-—x,)

Ejemplo de la ecuacion de una recta

1. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el

punto (1, —3) vy su pendiente es — %

Solucion:

Aplicando la forma de la ecuacion:
y—y, =mx—x)
(e =— L
y=(=3)=-5 -1

1,1

y+3=-5 2

x+2y+5=0

2. Calcula la ecuacion de la recta que pasa por os
puntos (0,-1) y (1,-2).

Solucion:

Se calcula la pendiente de la recta

_—2=-(C1H _
m= 1-0 =-1

©100.1 B[ A BONj[[BUE BLI}OWOIS B B UQINPOLU] : § OTNLIJVD
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Con uno de los dos puntos dados vy la pendiente,

y—y,=mx-—x)
y—(1)=-1(x—-0)
y+1l=-—x
x+y+1=0

3. Con el programa Geogebra grafica las dos rec-
tas encontradas en el numeral 1y 2, y escribe €l
punto de interseccion entre ellas. (lustracion 54)

llustracion 55
Gréfica de dos ecuaciones de la recta dada la pendien-
te y coordenada en el origen

CAPITULO 5 : Introduccién a la geometria analitica y la recta
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€7 rectas con corte en el eje _y_.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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v Vista AlgebraicaX]

v Vista Grafica

Segundo caso: Supdn una recta no vertical que
tiene una pendiente m y que corta al eje de las 'y en
el punto (O,b), de modo que la ecuacion, cuando se
da un punto vy la pendiente se vuelve.

:| 1w ﬁv l_ ACY

Punto —h= _
-.uA=(0,2.5) y—b=m(x-0)
@ B=(0,-5 A0 5)

Recta ) —
@ fy=3x-5 2

@ gy=-2x+25
Texto

Forma de la ecuacion de una recta dadas
la pendiente y la ordenada en el origen

Una ecuacion de la recta que tiene una pendiente m
y cuya ordenada en el origen es b es:

y=mx+b

Ejemplo de la ecuacion de una recta dada
la pendiente y ordenada en el origen

1. Calcula la ecuacion de la recta con pendiente 3
y ordenada en el origen igual a —5,

Solucion:
5 B(O' _5)
/ De acuerdo con la ecuacion:
Fuente: Geogebra 2017 y=mx+Db
y=3x—5

2. Calcula la pendiente y ordenada en el origen de
la ecuacion 3x + 5y —4 =3y —x+ 1,

Solucion:

Ordenando la ecuacion se tiene:




Errores y correcciones frecuentes

SiAx+ By + C=0;A4,B, C son constantes
La pendiente m es:
Errorrm=A

Correccion: m = - %

SiAx+ By + C=0;A4,B, C son constantes
El intercepto con el eje “y” es:
Error: b=C

Correccion: b = - %

3x+x+5y-3y-4-1=0

4x+2y-5=0
y=-2x+%
m=-2yb=%

3. Con el programa Geogebra grafica las dos rectas
encontradas en el numeral 1y 2y denotar los pun-
tos de cruce con el gje .

Tercer caso: Una ecuacion lineal es una ecuacion de
la forma

Ax+By+C=0

Si B # 0 la ecuacion se transforma en

de donde se puede observar que ésta es la ecuacion
de la recta dadas la pendiente vy la ordenada en origen.

_A
B

C

m = B

yb=-—

Ecuacion general de la recta

La grafica de toda ecuacion lineal es una recta

Ax+By+C=0
(A,B no son simultineamente cero)

Ejemplo de ecuacion general de la recta:

1. Calcula la ecuacion de la forma general de la recta
que pasa por los puntos:
1
A(QZ)yB(§:O>

Solucion:
0—2
1

- -0 =_
m= ", =-4

Se toma el corte en el gje y:

b=2
y=mx+b
y=—4x+2
4x+y—-2=0
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Dato Curioso

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

Es considerado el matematico mas grande de los
tiempos modernos. Sus contemporaneos 1o lla-
maron el Principe de las matematicas. Nacio en
una familia pobre; su padre se gand la vida como
albanil.

Cuando era muy pequefio, Gauss encontrd un
error de célculo en las cuentas de su padre, el
primero de muchos incidentes que dieron evi-
dencia de su precocidad matematica.

A'los 19 anos, Gauss demostrd que el poligono
regular de 17 lados se puede construir con una
regla y compas solamente. Esto fue notable por-
que, desde la época de Euclides, se pensaba
que los Unicos poligonos regulares que se po-
dian construir de esta forma eran el triangulo v el
pentagono.

Como resultado de este descubrimiento, Gauss
decidié seguir una carrera en matematicas en lu-
gar de idiomas, su otra pasion. En su disertacion
doctoral, escrita a la edad de 22 anos, Gauss
demostro el teorema fundamental del algebra: un
polinomio de grado n con coeficientes comple-
jos tiene n raices. Sus otros logros abarcan cada
rama de las matematicas, asi como la fisica y la
astronomia.

(Stewart, 2007)
Imagen (MAGES, 2018)

2. Calcula la pendiente y el corte en el eje y dada la
forma general de la ecuacion de la recta:

Xx—4y+5=0
Ax+By+C=0
A=1, B=—-4,C=5

__ A __C
m= B yb B
1 5
m=——— =———
47 (—4)
_1 _5
m—4 yb 2

Rectas verticales y horizontales

Una ecuacion de la vertical que pasa por (a,b) es
X=a

Una ecuacion de la horizontal que pasa por (a,b) es
y=b

En una recta vertical se tiene:

m= 2=V ,dondex,=x,
XX

m = u, por tanto
XK7%

m= % no esta definida

En una recta horizontal se tiene:

7Y
m= ﬁ,donde V=Y,

2 1

0
, por tanto
2 T X%

Ejemplo de ecuacion de una recta
horizontal

Calcula la ecuacion de la recta horizontal v paralela al
eje X, que cruza por el punto vértice de la parabola que
representa la siguiente ecuacion:

y=x*+5x+6



llustracion 56
Gréfica de dos rectas paralelas entre sf

ALACICIAN]=]

Av|N I Oande |

@,

L

L,

a8 —aBd) 4

m; = Mma

Fuente: Geogebra 2017

llustracion 57
Gréfica de dos rectas perpendiculares entre si

7 rectas perpendiculares.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

BER SOl PNTE
fACv
L1 L2
A(l,m,)
B(l, mz)

[d(0, A))* + [d(0, B)]* = [d(A, B)]?

mims = —1

Fuente: Geogebra 2017

Solucion:

De la ecuacion de segundo orden dada se obtiene el
punto vértice

y=ax*+bx+c

T 2a T T2 T 2
2
v= (=3 ) +s(=3)+e
__1
yv_ 4

La recta horizontal y paralela al eje y que cruza por el por
el vértice mencionado es:

__ 1
Yy=""4

Rectas paralelas y perpendiculares

Rectas paralelas

Dos rectas L, y L, son paralelas si'y solo si tienen pen-
dientes iguales.

mlzmz

Rectas perpendiculares
Dos rectas L, y L, con pendientes m, y m, son perpen-

diculares si, solo s sus pendientes son reciprocas y de
signo contrario.

Ejemplos de ecuaciones de la recta

1. Encuentra la ecuacion de la recta perpendicular a
y = —3x + 4 y que pasa a través del punto P(—4,
—6).

Solucion:

Por condiciones de perpendicularidad se tiene:

_ 1
mz— 71’1’11

_ 1
=T (=3

_ 1
mz—x+T

©100.1 B[ A BONj[[BUE BLI}OWOIS B B UQINPOLU] : § OTNLIJVD
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llustracion 58
Grafica del ejemplo 2 de ecuaciones de la recta

7 ejercicio para encontrar las ecuaciones de la recta.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DRERENc=RNER

Bl ACY

E = (8,2)

C = (a,4)

D = (6,—2)

Fuente: Geogebra 2017

Con la pendiente m, y el punto P(—4, —6) se calcula
usando la formula punto pendiente la ecuacion de
la recta

y—y,=mx-—x)
1
y+o="—3-(x+4)

LLa ecuacion de la recta solicitada es:

2. Calcula las ecuaciones en los intervalos dados,
utiliza la grafica de la ilustracion 58.

En el intervalo x € (0,4)
En el intervalo x € (4,6)
En el intervalo x € (6,8)

Solucion:

En el intervalo x € (0,4); se toma los puntos A(0,0)
y C(4.4)

Y,= Y,
m=-_"—",por tanto
XX
__4-0 _
m= 4-0 =1

y—y, =mx—x,)
y—0=1(x-0)
y=X

En el intervalo x € (4,6); se toma los puntos C(4,4)
Y D(6I-2)

y,— Y,
m=-——"——, por tanto
X=X




llustracion 59

Gréfica solicitada en el ejemplo 1 de aplicaciones de la

recta

https://bit.ly/2XtB4qqg

€7 ejercicio para encontrar las ecuaciones de la recta.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Fuente: Geogebra 2017

_ —2-4 _
m= 6—-4 — 3

y—4=-3(x—4)
y=—3x—4)+4
y=-—3x+16

En elintervalo x €(6,8); se toma los puntos C(6, —2)
yD(8,2)

Y=Yy
m=-—_""—_,portanto

X%
_2-(=2) _
m=-—g""¢ =2
y—2=2(x—28)
y=2(x—8)+2
y=2x—14

Ejemplos de aplicaciones de la recta

1. Una presa esta construida sobre un rio para te-
ner un embalse. El nivel de agua v en el embal-
se esta dada por la ecuacion.

v=15t+8

Donde t es la cantidad de anos desde que la presa
se construyd, y v se mide en metros.

a. Trace la gréfica de esta ecuacion en el programa
Geogebra,

b. ¢Qué representa la pendiente vy la interseccion
con el eje v de este gjercicio?

Solucion:

a. La gréfica solicitada se encuentra en la ilustra-
cion 59,

Para realizar el grafico se puede tomar dos puntos
del proceso,

Sit=0v=28
Sit=1v=9.5

b. La pendiente de esta ecuacion es m = 1.5; re-
presenta la tasa de cambio del nivel del agua
con respecto al tiempo.

e Esto significa que el nivel del agua se incremen-
ta 1.5 metros por ario.

e Lainterseccion con el eje v es 8, y esto suce-
de cuando t = 0. Por tanto, este representa el
nivel del agua en el momento que la presa fue
construida.
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llustracion 60

Grafica de representacion del ejemplo 2 de aplica-
ciones de la recta

Fuente: Geogebra 2017
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2. Muchas situaciones de la vida diaria pueden plan-
tearse como ecuaciones de la recta.

Como ejemplo se crea la ecuacion de la recta de "el
tiempo de uso de plataforma virtual en la materia de
Introduccion al Céalculo en la semana, segun la cantidad
de estudiantes que existe en un paralelo”.

Solucion

"'Se estima que cada estudiante debe obligatoriamente
usar 2 horas semanales la plataforma virtual, y ademas
se considera que se tiene 1 hora extra obligatoria para

retroalimentacion’”.

Se escribe la funcion T(n) que representa el tiempo de

.

uso de plataforma virtual, y “n” la cantidad de estudian-
tes que existe en un paralelo.

Con un estudiante que ingrese a la plataforma virtual el
tiempo de uso es:

T (1) =2(1) + 1 =3, de la misma forma:
T2)=2(2)+1=5
T3)=23)+1=7

T@) =2(4)+1=9

Por lo tanto, podemos deducir que:

T(n) = 2n + 1, representa el tiempo de uso de la pla-

taforma virtual segun “n” estudiantes que ingresen a la
misma.

De esta forma: y = 2x 4+ 1; representa la ecuacion de
la recta, de la situacion mencionada.



Ejercicios 5.1, 5.2, 5.3, 5.4
Introduccidn a la geometria
analitica y la recta

1. Encuentra las coordenadas de los puntos
mostrados en la siguiente ilustracion.

5
L
4 ®
F
(] 3
K
2 ®
G
[} 1
4 3 2 1 o 1 2 3 T4
| J
L -1 ®
N
2 L
H M
@ 3
-4

2. De acuerdo con las siguientes ilustraciones
determina la distancia entre los dos puntos, y
calcula el punto medio del segmento que los
une.

Resuelve los siguientes ejercicios

Dados los puntos A(—3,2) y B(1,7). Halla las coor-
denadas del punto medio del segmento que de-
terminan.

Los puntos A(—4, =5), B(4,2), y C(1,6) forman un
triangulo. Grafica en Geogebra el triangulo que se
forma al unir los puntos medios de cada lado del
triangulo original.

Un segmento de recta esta determinado por los
puntos Ay B, y el punto medio esta dado por M.
Si las coordenadas de A son (—1,3) v de M son
(5,8). Calcula las coordenadas del punto B.

Calcula el perimetro del triangulo formado por los
puntos:

A(—3,6), B(6,5) y C(1,6).

Calcula el perimetro del triangulo formado por los
puntos medios de los lados de un triangulo forma-
do por los puntos

A(-8,6), B(2,5) y C(1,7).

Demuestra que los siguientes puntos son vértices
de un triangulo rectangulo:

A(3,2); B(5,—4)y C(1,-2)

Demuestra analiticamente cual de los dos puntos
A(6,7) 0 B(—5,8) esta mas cercano al origen.

Calcula la pendiente que pasa por los puntos da-
dos.

a. P(75)yQ(27)
b. M(5,3)yN(-53)

c. D(=2,-1)yE(-1.2)
d. L(—-22)yM(-2,-3)

. _1 .3
e. T(4;-25) yU( 3 4>

3091 B[ A BON][EUE BLISWOAS ] B UQIONPONY] | § OTNLIdVD
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5. Calcula las pendientes de las rectas que se mues-
tran en la siguiente ilustracion.

Ly

Ls

CAPITULO 5 : Introduccién a la geometria analitica y la recta

-3 2 -1 o 1 2 4
Ly
"

6. Determina la ecuacion de la recta en la forma pen-
diente ordenada al origen.

m= el intercepto es (0,3)

3 )
b. m=2,ypasapor(2,8)
c¢. m=2,ypasapor(53)

d. m=-2,ypasapor(—6,—4)

e. m= % .y pasa por (5,7)

7. Calcula las ecuaciones en los intervalos dados, uti-
liza la grafica mostrada.

a. Enelintervalox € (0,3)
b. Enelintervalox € (3,6)
c. Enelintervalox € (6,8)

Ly
L,
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8. Calcula una ecuacion de la recta que cumpla
las condiciones dadas.

BN )

o Q@

Pasa por (=1,2) v (4,5)

Interseccion con el eje x en 1; ordenada al
origeny = =2

Interseccion con el eje x en 0; ordenada al
origeny = ——=-
geny 3

Pasa por (2,3); paralela al eje x

Pasa por (4,5); paralela al eje y

Pasa por (2,6); paralelaalarectax + 2y =0
Pasa por (2,5); perpendicular al eje y

Pasa por (3, —2); paralela a la recta que
pasa por (=5,7) vy (6,1)

Pasa por (-8,-9); perpendicular a la recta
2x—y+5=0

Pasa por (0.5, =3 %) y ( g ,—2 %)

Pasa por el punto donde se cortan las rectas
4x+9y+7=0yx—6y—23=0Yyelpunto
P(2,7).

9. Calcula:

El érea del triangulo que forma la recta
3x — 4y — 12 =0 con los ejes de coordena-
das.

Si fy g representan funciones lineales de
rectas paralelas, encuentra el valor de k, si:
f(x)=7—-2kx+ks+5y gx)=3—(4k—1)x

SiHx) =(4—-3Kx+2yg®x) =—(—2k—11)x+6,
representan funciones lineales de rectas pa-
ralelas, encuentra el valor de k.

10. Grafica:

a.

La ecuacion de la recta que pasa por el pun-
to de interseccion de las rectas:
y=2x+6;y=-2x+ 6y porel punto P(3,5).

La ecuacion de la recta que pasa por el pun-
to de interseccion de las rectas:
y=-2x+5;y=-xy por el punto P(-3,1).




11. De acuerdo con la siguiente gréfica, interpreta y de-

termina la ecuacion de las rectas L1, L2 y L3.

L2

Aplicaciones

1.

Se espera que un terreno adquirido en 50 000 en
la urbanizacion «Las Delicias», incremente su valor
a una tasa constante de 3000 ddlares por ano du-
rante los siguientes 5 arios.

a. Determina una ecuacion de la forma
y = mx + b que pronostique el valor del terreno
en los proximos anos.

b. ¢ Cudl sera el valor en los proximos 5 anos?

Un fabricante obtuvo los siguientes datos relaciona-
dos con el costo y (en ddlares) con el nimero de
unidades (x) de un articulo:

Unidades
producidas (x)

Costoen | 700 | 208 | 222 | 230 | 242
dolares (y)

a. Grdfica el costo (y) contra la cantidad produ-
cida (x).

b. Traza una linea recta que pase por los puntos
(0,200) y (100,250).

c. Deduce una ecuacion de la linea recta del literal

(b).

d. Considerando esta ecuacion como una apro-
ximacion de la relacion entre el costo y el nivel
de produccion, calcula el costo de producir 65
unidades del articulo.

3. Enlacasa de Julia, cada persona se come dos

panes al dia. Adicionalmente, su mama siempre
compra tres panes extra para que la bolsa del
pan nunca quede vacia.

a. Determina una ecuacion de la forma
y = mx + b que representa la cantidad de
pan a comprar P(n), y n la cantidad de per-
sonas que se encuentran en la casa.

b. ;Cuantos panes se deberia comprar para
5 personas?

c. Con 27 panes, /cuantas personas come-
rian?

Se conoce que a nivel del mar el agua hierve
a 100 °C, esto equivale a 212 °F. El agua se
congela a 32 °F que equivale a 0 °C. Tenien-
do esta informacion, encuentra la ecuacion que
transforma grados Fahrenheit a Celsius (centi-
grados).

Sea la demanda d y la oferta o de un determina-
do bien, y p el precio de este. Si las funciones
de oferta o y demanda d se representan de la
siguiente manera:

Oferta; 0 =50 p — 300
Demanda: d =150 — 10p

a. Calcula el precio de equilibrio del bien y ex-
plica qué ocurriria si el precio fuera superior
0 si fuera inferior.

b. Calcula la demanda vy oferta para cada uno
de los precios anteriormente analizados.

Las curvas de oferta y demanda de mercado de
un determinado producto son:

Oferta: 0 =50 p — 100
Demanda: d = 20900 — 100p

a. Calcula el precio de equilibrio de mercado
y la cantidad que se intercambia al precio.

b. Determina las cantidades ofrecidas y de-
mandadas a precios de USD 160 y USD
120.
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Excursiones matematicas

1. El precio de arranque de una carrera de taxi en la ciudad de Quito es de 0,50 centavos v el kidmetro recorrido

0,40 centavos.

a. Determina una formula para una carrera de taxi en la ciudad de Quito.
b. ¢Qué valor se debe pagar si el taxi ha recorrido 10 km?

c. Sisepagan USD 8,50, /cuantos kildmetros ha recorrido el taxi?

2. lLalinea L1 cuya ecuacion es 3x + 4y = 24. L1 cortaalge xen Ay al
ejeyenB.

Escribe las coordenadas de Ay B

M es el punto medio del segmento AB
Escribe las coordenadas de M.

c. lalinea L2 pasa por el punto My el punto C(0, —2).Escribe la
ecuacion de la recta L2.

d. Calcula las longitudes de MC y AC.

3. H swguwgnte diagrama muestra las lineas|, y 1,, que son perpendiculares
entre si.

Calcula la pendiente de la linea 1,
Escribe la ecuacion de la recta 1,

c. Escribe la ecuacion de la lineal, en la forma ax + by +c¢ =0, donde
a, by c son nimeros enteros y a > 0.

d. Calcula el punto de interseccion de 1, y L.

4. Hlsiguiente diagrama muestra la recta con ecuacion 3x + 2y = 18. Los
puntos Ay B son las intersecciones con los ejes Y'y X respectivamente.
M es el punto medio de AB.

Calcula las coordenadas de:
a. elpunto A

b. elpuntoB

c. elpuntoM

5. El siguiente diagrama muestra las ecuaciones de dos tarifas.

Determina las ecuaciones de las dos tarifas
¢ Para qué consumo se paga el mismo valor?

¢ En qué casos es mas conveniente la tarifa 17

2 o o W

¢ En qué casos es mas conveniente la tarifa 27

100
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Solucionario

Capitulo 1
Ejercicios 1.1: Numeros reales
1 é
a N z Q |
NUmero Numero Numero 0 ; )
opuesto inverso
—10 J J
-Z 2 -2 50
5 5 2 J J J
22
-8 8 _1 7
t 0,58 J
1
—t _ 1
' t b N z Q 1
P @#0) P q 3 ;
1 9 p Jos? | . /
20
2 N N N
2 - J
a. 3y5 c N V4 Q 1
b. -5y-3 0111 S
c. 6y7 124 !
d —4y-3 o
45 J
3 \/
3.
1 2
a 2 7 <2 ? 8
2 4
b ’ 37 - 5 N z Q 1 R
_3 | y
c. 4,5>4,05 4
169 J J !
1 13
d M S %” J J
0,65 J J
4 0 N N J
a. 5,25 o
1
b. ——
1o a. 0,5
2,8
5 c. -0,375
4 1. 11, 5 1 .1 45,
_1W, 3 ’ 20 ’ 10 ) 20 ) 10 ,1 20 )y 10
1 13 13
1% & “ 20 & Jo
b. 4 d. 239 f. 56
3 90 45
6. Grafico
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11. Los nimeros racionales positivos son mayores a
Sus opuestos, excepto el cero.

Los ndmeros racionales negativos son menores a
Sus opuestos, excepto el cero.

12.
a. amayores que 10
b. amenores e iguales que -3
c. amenores que 3 y mayores e iguales que -8
d. 13,14,15,16,17 = TeE (12°C, 18°C)

Ejercicios 1.1.1 y 1.1.2: NUmeros reales

a —% e. Indefinido i. 64
5 . -1
b- 19 f- T ]- T
5 —33 34
d. Indefinidko h. =47
16
2. Tabla
Intervalo Inecuacion
(-1,5) —-1<x<5
(—11,5) —-11<x<5
(1,00) x>1
(—0,10) x <10
2 2
( e 10) £ <x<10
[-5,—-1] —-5<x<-1
3 3
[0; T) 0<x< T
5 1 5 1
-y [ sxs—g
3. 584 horas

4. 55 m de profundidad

29
5 45
6. a+0=a

0 € neutro de la suma

| 7. 1,elquetuv0%

Ejercicios 1.2: Radicales y exponentes

a. % C b%
17 7
b ae d 7z
2.
17 17
a = b. =F€Q
189
400
4. %Ya°:a€eR
5.
a @+ 1=t b. 3
' XX+ 1 :
6. 625u8
u=0; indefinido
u=1;625
7.
1 b. 1 0
a 3 c
d. No existe e. —59049 f _ 1
' ‘ 7243
8.
a. 10z b. p% C S%X}/%
15 2
a. '8 b,T c_ _T
4 5a 5
g - 5>§6 h. 5xyz*./yz . 125
y 4
j. —68v3 k. —6+2 —323



Ejercicios 1.3: Valor absoluto

Ejercicios 1.4: Expresiones Algebraicas

a. 3x*—10+19

b. —t*+t-t?-10t+5
c. —z2+13z-16

d. 21t2-29t+ 10

e. ZVZi—1z

f. x2—x

g. 8z?+ 14zt — 15t

h. a*-—b*

. 1+2a%+a°
m. 1— 4y + 4y?

n.  4x*—12x%y*+ 9y*

2v/a 1
0. a-— b +F
1

p. a2b2—2+1W

q- z—27*+73

r. 2x*+x}—x"+3x-2

s. X0y + x%y? + xty? — x%y° — xy° —y’
t. a?—Db*—2bc-¢?

u. 1+3a%+3a°+a°

v. b'—2b*+1

w. t?+stvst + Vst +s?

x. a®—6a’b + 12ab? — 8b?

y. X%y + 3x%y*t+ 3xy°+ y°

a. a— % w? + % w —351; coeficiente lider %
b. polinomio redisefiado
a. 2p2+5p—%;sip=0
a. x*+ %
b. x*+ 2x+1
. Grafico
. Th(R* —1?)
1055
484
c. 20300
(65 —14)(65 + 14)
b. (1000 — 2)(1000 + 2)
a. —2y(1-8y)
b. (y=6)(y+9)
c. (@+2)(a+2-5)
d. (4w+3)(2w—-5)
e. Primo
f.  Primo
g. (2a+2b—-1)(@a+b+3)
h. Bw+4)(3w —4)
i +5x+1)
a. (2s—5t%)(4s? + 2st? + 25t%)
b. (a+4)(@+1)
c. (@*+2)Ba—-1)
d (Ba+1)(1-3a)

Y+DHy*+1D

103



104

f. 9x+1)(x—15)
g 2p-2q=4pq
h 4

(}t,) + 1) -1)b+2)b-2)
(t2 — 2s)(t* + 2st? + 4s?)

k. (24 4)(t* + 42 + 16)

L Mb+Db-DbB+2)(b-2)
m (b+1)?*Mb+3)(b-1)

—

—

10.
Expresiones Justifica en el
p caso de existir
algebraicas error y corrige
3x(x—2)=3x— 2 3x? — 6%
3x%- 6x = 3x(x - 2) Correcto
(A2 4+ b?) = (A + b)? A%+ 2Aa + a?
2 2
(%+c):<%>+cz %-|—C+C2
6x% + 7x — 5 = (3x+5)(2x—1) Correcto
(s+w)y—z2=s"+w>—z" | s?+2sw+w’—7°
1 1
(- )=rsl -1
11,
1
2X - 14
3X 5

Ejercicios 1.5: Expresiones algebraicas

a. Xx€R
b. x#4
c. x=>-3

™ o

=~ 5 o

—

t# -2
a#0,a#1
t¢T,t¢2
v+—1,v+1
b<1
c*x3,cr—1
x €ER

%?mp¢&p¢1

247,72+ 0
%;xi—&xi—%
V2+T7y+49;, y+7
—%; t#£0,t#1
%a; a;ﬁ—%

1, b#—-9,b#—-5Db#2

X .
X—6"’
v—3.
v+4’

X#*+—8,x#*—-7,X*—4, X¥+6

V+ -3, V¥F6,vF4 v+ —4

ﬂ; x#0
X

s Z2F4,2+-3,2%0, 2+ -2

Z+9
Z
y 6 2 3
77>;J_r22y XFE VX F Y XFE Y
6

X#——y

y-11;, y# 11

33, x#1

3 .
H,X?&O,X?‘:‘}

L PEAPE-QPE3

1; x#3
a+7,

a )
14

?a; a#1l,a+-3

a-3
3

a#-9a#-6,a+0

;a+xl,a#-3



a(a+h)

2Xx—9 | 9
fox—18 "5
1+x .
ﬁ,x¢6
_ 7
X+y
8y—7
-2¢*-1
XZ_Z—X+12;x¢—4,x¢—Lx¢4
x-16)(x—1)
X+ 2
X—2

2 _
6x® + 31x — 14 i XF—6,XF1, X+ 2
+6)x—1DH(E—-2)

6m’ — 12m + 7 ; m#zl, m#2,m#—8
(m—-2)(m+8)(m—1)’ ’ ’

2y +1
11y* + 11y

JXFY,XF—Y

s vE2,y+F1l,y# -1

;X# 3, X%+ —8

; y#0,y#=—1

5x —6 |
m,){:}to,xil

—(2a+1) | _
@+2)@-3) ;a#+—2,a+ 3

b’+b+4 .
b-DbB+1)?*’

—xy;x#0,y#0

b+#1

x3 .
X2 +y?

—1L,a#0,b#0

x#0;,y#0

-1 ;a#0,a#-h

a. Ry R2 # 0 Dominio

RIT;RéZ Simplificacién
20
b. =—
3
9.
2 _500+6n+0,01n?
' n
b. n#0
Capitulo 2

| Ejercicios 2.1: Trigonometria

<_T !O) -
180°
270°|(0,-1)
Razén 0° 90° 180° 270°
sen X 0 1 0 -1
oS X 1 0 -1 0
tan o« 0 E 0 E
A ABC ADBC
x B B Y,
tan a/b b/a h/q q/h
sen a/c b/c h/a q/a
cos b/c a/c q/a h/a
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Sen Cos Tan
2) 441 541 4
41 41 5
b) 3 4 3
5 5 4
<) i 12 i
13 13 12
4,
sen o 0° 90° 180° 270° 360°
Valor 0 1 0 -1 0
cos o 0° 90° 180° 270° 360°
Valor 1 0 —1 0 1
5,
3
a. senx =
5
b. cosx = 4
5
c. tanx = 3
4
0.

300°
b. 150°y330°
c. 225°y315°

Ejercicios 2.2: NUmeros Complejos

1. Grdficos

lz| = V2 ; «=135°
b. |z]=2 ; x=150°
¢ |zl=+vZ ; x=125°

a. (v/2)135° o (¢?)4%—n
b. (2)150° o (2)4€}fn

c. (2v2)225°0 (x/?)%n

ST

z = 2(cos 150° + i sin 150°)

Z=2 COSiT[+iSiniT[
6 6

z = +/2 (cos 315° + i sin 315°)

Z= Cos 4 T+ 1SIn 41'[

z = (cos 60° + i sin 60°)

T .. T
Z—<C053+151n3>

22 + 101
9+7i

z= v41 (cos 38,66 + isin 38,66)
z= 10 (cos 71,57 +isin 71,57)

7 — 24i
—2+72i



a.

(- V2 S (V6 + VD)

b. 6i
Capitulo 3
Ejercicios 3.2: Ecuaciones de primer orden
y despejes
1.
a 13 4 -39 oL
7 8
b Y e 22 g -5
5 51 13
. .90
' 7
2.
a. -5 x#1,x#-1
b, —a x# i x#E
" 15 7 37 6
) _ 5 5
C. 6; X#+5,x+—5,x# > ,Xi—z
3 1
d. 4 ,xiiz
3.
v d r= 1 S
a. H= LW > T
b h= S — 2mr? e. a= Vy,—YV,
2mr t
. p= 2A—bh f. R = R.R,
h R, —R

4. La variable pude ser a, b, x; debido a que no son
elementos conocidos

a o

7x—4=3x+8
(7x—4)+4=3x+8)+4
7x =3x+ 12
7x—3x=3x+12 — 3x

4x =12
(1)e-n()
x=3

5c—a

c. a=100(\/(a—p)—1)

5

d. t:—TS
o y_ 5b-—d
" 77 ¢-5a
f a=100[i< A —t>—1]
c+b
W= A — 2sh
& 2(s+h)
h. b= Taxt—c
X
2
i d=16(t +t ——— —
' 1271090
. yo 2B*-2shB
) s+ 2hB
kK b= _ 3z
' z+c
L dei 16 - 1090 |
(r—1090a, — 1090a, — 3)? |

Ejercicios 3.3: Sistemas de ecuaciones

{(4-2)}
b. {(2.3)}

d. {(-3,5)}
e. {(4,-4)}

{(4.3)}
{(@)}
{7, -1}
{(23)}

(3)

&0 T ow

®
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3.
a.
b.
C.
d.
4.1

2

Ejercicios 3.4: Ecuaciones de segundo orden

{2-1)}

{3,5)}

5

(G
{(=2,-3)}

2 .. 9
:_?A;13__WA

2
Xl_O; XZ_E
X,=3;x,=5
Xl——5; X, =
1
X1=T;X2:2
_ 1 . _1
T RT
2
X1=0; X2=T3
19
X1=_T; X2=0
x,=-8;x,=0
X=—3—74;x¢0
X=—6; X+ 3
x1=—1; x2=1;X¢0,X¢2
3
X=T;X¢—3,X¢—2

x=1; Xqﬁi,xqt—Z,x;t—l

Xlz—%; x,=1
2 1
Ty RT
_ 2+3v6 2 -3v6
A T 3

® a0 T ow

-

5 @

a0 oop

-

x ER\{-5,5}
x=18

X,=4;x,=8

—11; 2 raices complejas conjugadas
—80; 2 raices complejas conjugadas
—84; 2 raices conjugadas complejas
0; 2 raices reales iguales

1; 2 raices reales diferentes

361; 2 raices reales diferentes

—7; 2 raices complejas conjudas

0;2 raices iguales

144
k= 1%

5

1
k=473
=6+4+/21
=12

X, =—4; x,=-3
X1=5; X,=—2
x1=8; x2=3
x1=4; x2=4

X ==-2;x,=-—1

X =—6; X, =—6

Xx,=—1,x,=3

X1=_1;ﬁixz=_1_2f7
X1=—6;«@;X2=—6—2\/6
X, = 4+2J2 X, = 4—2ﬁ

x,=5+ +v13; x,=5- v13
x,=5+ v13; x,=5—- v13



Ejercicios 3.5: Aplicaciones de ecuaciones

320 km

IS

9my20m

10hy8h

$4,2y$0,3

108°y 20°

$15y $45

5y19

5 min

$35 000y $65 000

30 cm, 160 cmy 200 cm

a o

= @ oo

—-

—

12y -7
21 afios
25my30m

IS

a o

6m8my10m
3m
45my 60 m

5

16y 18

= @ ™ o

Ejercicios 3.6: Ecuaciones con valor absoluto

d. x=%;x¢1
e x1=—4; xzz%
f. x1=—%; X2=%;X¢O

g X =-2-2v2;x=-2+4+V2;x,=2;x#1

i Ejercicios 3.7: Ecuaciones exponenciales

a. x=-3

b X=%

C x1=2; x2=3
d X=%

e. x=-3

f. x=3

g x=4

h. x=2

i x=1

j X, =0;x =

Ejercicios 3.8: Ecuaciones logaritmicas

a. 3*=81

b. 10'=0,1

c. 4*=16

d e=3

e. 22=x+1

2.

a. log,32=5
1

b. 10g49 7= 7

c. log0,01=-2

d In4=x

e. logs=r
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& 0 To®

®

= @

—

—

ISHENE o

™ o oA o

log 2 +loga+logb
log 3+log a —log 3
log2 + 2loga—1log3
5lna+4Inb

1 1
—~loga+ = loghb
2 8 2 &

1n5+21na+4lnb+%lnc—ln2—lnx—lny

4loga+2logc—4log2
10g7+loga+3logb+%log5+10gc

3

3 3
TIOgZ X+ 710g2 y T

1 1 5
711’1 10 +7lna—7lnb

log 24

a+b
a—b

log(x—1)
log (a +5)
VaVe

i

6
5

log

log

10
p3
qs

a

log

X=4

|
-l

» o >

1

= W ul
I+ 0

>
Il

6. Grafico

Aplicaciones

a.

100

b. 482,998,1168

C.

120

0

Capitulo 4

Ejercicios 4.2, 4.3, 4.4, 4.5: Desigualdades

ISH

]

o

v2,2,4

4

-2,-1,24
1,v2,2,4
1,v2,2,4



Positiva: —4 <x < —1vx> %

= @ o oo

—

—

—-5<x<3 Negativa:x<—3v—1<x<%
7

xs—jrvxzo Definida: x = 0

—5<x<0 Indefinida: x < 0

x<-1lvx=>

NI

-1<x<4
x<-3vx=>6
—-2<x<2
—-2<x<1vx=0
x<-2v0<x<2
x<—-1vx=>3; x# -1
X<2; X¥F2

x<—3vx>—%; X#3

x<5vx>16; x+5
—11<x<1lvx=>7; x#1
—2<x<-1v0<x<1;x#0,x*-1

x<—1v—%<x<0; X+ —1

—2<x<0Vv1<x<3 x#0,x+#1

X< -2v-1<x<9; x+ -1
x<—3v2<x<%;x¢2;x¢—3

X< —2 V—%SX<—1; XxX#*—2,x+—1

Definida: x €R \{3}
Indefinida: x = 3

Positiva: x < % vx>3
Negativa: % <x<3

Definida: x €IR \{3}

Indefinida: x = %
Positiva: x <-3vx > %
3

Negativa: -3 <x < >

Definida: x €IR \{-4}

Indefinida: x = -4

Positiva: x > 0

Negativa: @

Definida: =8 <x<7vx>7
Indefinida: x < —8vx =7
Positiva: -8 <x<4vx>7
Negativa: 4 <x <7
Definida: 3<x<8vx>8
Indefinida: x <3 vx =8
Positiva: 3<x<8vx>8
Negativa: @

111



112

6.
a. |x|>5
1
b. |x| < 5
c. XEQ
_3|3
d. [x 5 < >
e. |2x—2|<2
7.
a. Positivaix<—-1v =23
Negativa: —1 < x< 3
b. Positiva: —2<x<0vx=>2
Negativa: x < —2vx>2
c. Positivaix<—-3vx=>-— %
Negativa: —3 < x< — %
d. Positiva: -3 <x<—-1vx=>2
Negativa: x < —3v—-1<x<?2
e. Positivarx<—-2vx>1
f.  Negativa: =2 <x<1
8.
a. 10<x<35
b. x> 200 Se hizo para un dia de recorrido
c. 12000<m<14000
d. 624<h<74
e. 20<x<40
f. 100000>=d=20000V
—100 000 <d < -20000
g. x>30
Capitulo 5

Ejercicios 5.1, 5.2, 5.3, 5.4: Introduccion a la
geometria analitica y la recta

a. F(=3,3)
b. G(-2,1)

- o a o

= @

—

m™ oo oo o

H(-2,-3)

I(-1,-1)
J(2,-1)
K(1,2)
L(2,4)
M(3, —3)
N(1, —2)

Distancia = +/17; Punto medio = (0,

N‘U‘l

)

Distancia = +v41 ;Punto medio = (%, 1)

(+2)

Graficar los puntos medios (0, —3) <5, 4)

44)
2’ 2

B(11,13)

P = 14,47

P =10,67

AB = 6,32; BC = 4,47; CA = 4,47

AB? = BC? + CA?

6,322 = 4,47% + 4,47*

40=120+20

40 = 40

A mas cercano al origen

Indeterminacion



__ 1
m,=- -
m, =3

_ 1
y= 2x+3
y=2x+4
y=2x+13
y=-2x—16
-5 .4 17
y= ‘ X + 6

- 4
y= 3X
y=-2x+10
=x—38

3 13
y 5 X+ 5
y=2x—2

-1, 2
Y=10%7 3
y=3
X=4

1

=——x+7
y > X
y=5

___6 _ 13
y 11 11
y=- 1 y—13
_ 14 __ 91
Y= o0 ¥ s
—__10 ., 41
y= 3 X + 3

a. A=6

b. k=-2

c k=—%
10.

a. Graficar los puntos:
P, (0,6) yP,(3,5)

b.  Graficar los puntos:
P.(5,-5) yP,(-3,1)

P

L, es perpendicularaL, y L,
L, y L, son paralelas

° Ll; y=x—3

e Lyy=x-— 5

. L3; y=-—x+3

Aplicaciones

y =3 000 x + 50 000
b. y=65000

Gréafico

b. Gréafico

y=— %x+300

d. y=23365
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