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Lo gque revisaremos en este capitulo:

>

Aprenderemos sobre la mecdnica
de cuerpos rigidos y cuerpos
deformables

Estudiaremos todo sobre los

fluidos

>

Conoceremos la historia de la
mecanica

Sabremos sobre algunos
desarrollos de la mecanica



Capitulo 1

Fundamentos de mecanico
OAra ingenieros

El término mecinica se entien-

de como «el arte de construir

una maquina». Proviene del griego
mnyavwn y del latin mechanica.

Para explicar el comportamiento
deunamdquina,lamecdnicadesarroll6
criterios basados en la fisica newto-
niana y sus respectivos desarrollos
matemadticos. Este campo de estu-
dio encaj6 a esta ciencia en el interés
por las condiciones de reposo o mo-

vimiento de las particulas y/o cuerpos
bajo la accién de fuerzas [1}.

Predecir el comportamiento de los
movimientos y las acciones de las fuerzas
permitié plasmar las bases de la ingenieria

en sus maltiples extensiones.

Imagen 1.1 Sir Isaac Newton (1643-1727)
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Sir Isaac Newton (imagen 1.1) fue un notable cientifico, filésofo, fisico y mate-
madtico de origen inglés. Philosophiae naturalis principia mathematica es obra maestra
de su gran ingenio y producto de su insaciable curiosidad por comprender el universo.

Sus amplios y extensos descubrimientos constituirian la base mds sélida de la
mecdnica junto con otros notables cientificos y descubridores de épocas anteriores.

La mecdnica centra su estudio en tres aspectos fundamentales: cuerpos rigidos,

cuerpos deformables y fluidos.

Mecanica de cuerpos rigidos

Su estudio aborda el comportamiento de los sélidos rigidos (figura 1.1) fren-
te a cargas aplicadas. Sus variantes las explican dos ramas denominadas estdtica

y dindmica.

Figura 1.1. Sélido rigido

Estatica

Explica el reposo de los cuerpos analizando sus fuerzas, pares y momentos.

Se fundamenta en la primera ley de Newton.
Dinamica

Considera, ademds de las fuerzas, las causas del movimiento. Afiade en su
estudio factores que modifican el comportamiento del sistema en su evolucién

con el tiempo. Evalda efectos de aceleraciones debidas al incremento de veloci-

dad y masas del sistema.
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Mecanica de cuerpos deformables

Analiza el comportamiento de deformaciones a las que se someten los cuerpos
suficientemente rigidos ante la accién de fuerzas sobre ellos. Si el estudio se realiza
considerando deformaciones pequeiias, es desarrollado con criterios de resistencia
de materiales (figura 1.2).

Figura 1.2. Cuerpo deformable

Mecanica de fluidos

Analiza y explica el movimiento de los fluidos (gases y liquidos) y conside-
ra las fuerzas que lo originan. Toma en cuenta, ademds, la interaccién del fluido
con el entorno limitante y sus dreas de accion corresponden a los fluidos compre-
sibles e incompresibles [11].

Estudio de fluidos compresibles

Se encarga del comportamiento de la densidad en los fluidos, velocidades, fric-
ciones y energias asociadas. Toma en cuenta flujos en estado estacionario.

Estudio de fluidos incompresibles

Aborda el andlisis del comportamiento de fluidos como el agua, aceite entre
otros que son de compresibilidad despreciable. Su estudio lo realiza la hidrdulica.

A
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Evoluciéon e historia de la mecanica

Desde la antigiiedad, el hombre primitivo requerfa herramientas para lograr
sus actividades rutinarias. Descubrié que el silex se distinguia de todas las demds
rocas. Las hojas delgadas de este material, al ser afiladas, facilitaban la obtencién
de herramientas de corte. La evidencia de cuchillos, martillos, navajas muy finas
propone que el hombre lo usé alrededor de algunos miles de afios (imagen 1.2).

Imagen 1.2. Armas prehistdricas

~
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Con el desarrollo de técnicas de pulimento, el hombre logré emplear piedras
volcanicas y basaltos para fabricar hachas.

En la antigiiedad, se otorgaba el mérito a Tot, antiguo Dios de Egipto, quien,
segin la leyenda, es el inventor de las matemadticas, la astronomia y la ingenie-
rfa. También ensefié a los egipcios los principios de la geometria, la agrimensura,
la medicina y la botédnica.

El inventor griego Arquimedes (287-212 a. C.) (imagen 1.3) produjo obras
relevantes en el dmbito de la geometria plana y del espacio, la aritmética y la
mecanica. Sus aportes se anticipaban a descubrimientos relativamente moder-
nos como el cdlculo integral. Se debe a este hombre de ciencia la definicién de la
ley de la palanca y el invento de la polea compuesta y el tornillo sin fin, ademads
del desarrollo de la ley de la hidrostética y su difundido principio de Arquimedes.
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Imagen 1.3. Arquimedes de Siracusa

En el dmbito de la guerra, se emplearon algunos instrumentos mecdnicos
de Arquimedes para la defensa de Siracusa ante la invasién romana. A él se debe
la invencién de la catapulta y un supuesto sistema de espejos que, al enfocar los rayos
del sol, lograba incendiar las embarcaciones enemigas a considerable distancia.

El matemdtico y cientifico griego Herén de Alejandria (c. 20-62) (imagen 1.4) reali-
z6 un aporte de trece obras sobre matemadticas, mecdnica y fisica. Ide6 y construy6
instrumentos mecanicos de uso practico como la eolipila, una mdquina de vapor
giratoria; la fuente de Her6n, dispositivo que genera un chorro de agua vertical
debido a la presion del aire; la dioptra, primitivo instrumento geodésico que per-
mitfa medir dngulos horizontales y verticales, es decir, fue antecesora del teodolito.

Imagen 1.4. Her6n de Alejandria

El Renacimiento fue marcado por el célebre Leonardo da Vinci (imagen 1.5).
Este gran exponente, nacido en 1452 en la ciudad de Vinci, Italia, realizé genia-
lidades en la arquitectura, pintura, escultura e ingenieria, con investigaciones
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y aportes de gran magnitud para su tiempo. Algunos de sus criterios atin son em-
pleados por la ciencia.

Imagen 1.5. Leonardo Da Vinci

}

El aporte de Da Vinci en la mecdnica se evidencia con una serie de dispositi-
vos, maquinas y artilugios Gtiles en multiples dreas. También desarroll6 sistemas
de canalizaciéon de agua con criterios que hasta ahora son empleados y sent6 al-
gunos principios de la aerodindmica con sus maquinas voladoras.

Por otra parte, el estudio de los movimientos planetarios dio fundamento a la
mecanica. Las primeras descripciones del comportamiento de las estrellas emplea-
das por navegantes en sus viajes las recopilé Ptolomeo (imagen 1.6) en un primer
tratado de astronomia antigua. Posteriormente, este trabajo fue complementado
y aumentado por los drabes, y reeditado por Alfonso el Sabio.

Imagen 1.6. Claudio Ptolomeo
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Hasta el fin de la Edad Media, el comportamiento de las estrellas no represen-
taba gran dificultad. Sin embargo, el movimiento de los planetas representaba
un reto mayor. Copérnico plante6 un modelo heliocéntrico que serviria posterior-
mente para que Kepler (imagen 1.7) propusiera sus propias leyes:

Imagen 1.7. Johannes Kepler

Primera ley: los planetas describen 6rbitas elipticas alrededor del Sol y este
se halla en un foco de las elipses.

Segunda ley: las lineas imaginarias que van del Sol a cada planeta recorren es-
pacios iguales en el mismo tiempo.

Tercera ley: el cuadrado del tiempo que emplea un planeta en girar alrededor
del Sol es proporcional al cubo de su distancia media al Sol.

Imagen 1.8. Galileo Galilei

Galileo Galilei (imagen 1.8), originario de la ciudad de Pisa, a sus 17 afios
logr6 descubrir la ley del péndulo. Desarrollé descubrimientos sobre hidrostatica.

[ I [ [ [ |
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En sus estudios sobre la caida de los objetos, descubrié que la velocidad que alcan-
za un cuerpo al caer depende del tiempo que se encuentre en caida {2].

Galilei contribuyé de forma importante al estudio de la dindmica, lo que sirvié
de base para que posteriormente Isaac Newton formulara las leyes que fundamen-

tan la mecanica clasica.

De sus tres leyes, la primera y la tercera se emplean en el andlisis estatico
de cuerpos en reposo. Sin embargo, cuando el movimiento es acelerado unifor-
memente se hace necesario el uso de la segunda ley.

Los cambios politicos y sociales del siglo XVIII y principios del XIX exigieron
una nueva modalidad de comercio, asi como la creacién y desarrollo de industrias
que generaran productos que antes se importaban. Esta transformacién en Europa
del siglo XIX se dio por necesidad y gracias a la invencién de la mdquina de vapor.

Dennis Papin (imagen 1.9) inici6 el aprovechamiento de la fuerza de expan-
sién del vapor aplicindola en su famosa marmita. Esta era capaz de producir vacio
en un recipiente que inicialmente contendria vapor para enfriarlo y condensarlo.
Quiso aprovechar este principio para construir una embarcacién de cuatro ruedas,
pero esta fue incendiada por marineros temerosos de perder sus empleos.

Imagen 1.9. Dennis Papin

Thomas Savery (imagen 1.10), basindose en los desarrollos de Papin, logré
aplicar los principios para elevar agua a través del vacio para que la presion at-
mosférica elevara el fluido.

10
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Imagen 1.10. Thomas Savery

En 1717, Thomas Newcomen (imagen 1.11) ide6 un artefacto en el que el
vapor movia un émbolo que cafa nuevamente por presién atmosférica. El movi-
miento impulsaba un balancin que movia una palanca y a su vez el pistén de una
bomba para elevar agua.

Imagen 1.11. Thomas Newcomen

James Watt (imagen 1.12), desde pequefio, en Londres, aprendi6 a fabricar
instrumentos de fisica. Luego se desempefié6 como reparador de aparatos de fisica
en la universidad, donde inventé la maquina de vapor. Sus maquinas eran la me-
jora de los desarrollos de Newcomen.

11
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Imagen 1.12. James Watt

Watt se hizo socio de Mathew Boulton en Boulton and Watt, en Birmingham,
empresa que liderarfa la produccién y venta de maquinas de vapor durante medio
siglo. Las industrias de hilados y tejidos fueron las primeras en utilizar estas
maquinas.

En Inglaterra, por el afio 1783, se desarrollaron nuevas técnicas de trabajo para
la produccién y comercializacién de hierro maleable. Asi, este pais les quité el li-
derazgo en esta area a Francia y Suecia.

Francia, a fin de no quedarse atrds, logré el martillo de vapor de mano de los
hermanos Schneider en Le Creusot. Y posteriormente crearon los hornos Siemens.

Desarrollos en automocion

Desarrollos posteriores en el empleo del vapor pretendieron impulsar vehicu-
los de forma automadtica. Sin embargo, muchos fueron los inventores y los afios
consumidos en estos intentos. En 1789, Oliver Evans logré su patente al elaborar
un vehiculo propulsado por vapor que transité por las carreteras estadounidenses.

En Gran Bretafia, en el afio de 1801, Richard Trevithick construyé un carrua-
je a vapor y posteriormente, en 1803, obtendria el denominado London Carriage.
Al prinicipio, estas maquinas, debido a su gran peso y complejo disefio, dafiaban
mucho los caminos por los que los caballos transitaban. Por eso se impusieron im-
puestos para su uso. Posteriormente apareceria el tren, lo que disminuyé el éxito
y produccién de los vehiculos a vapor. Su desarrollo se frené por treinta afios
en Gran Bretafia [2}.

Se realizaron intentos para desarrollar el motor de combustién interna en pai-
ses como Francia, Alemania y Estados Unidos.

12
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En Alemania, en 1866, Eugen Langen y August Otto, desarrollaron un motor
a gas 'y, en 1876, uno de combustién interna de cuatro cilindros.

En 1885 y 1887, Karl Benz y Gottlieb Daimler lograron adecuar el motor a un
vehiculo de forma efectiva. De estos dos intentos, el de Benz serfa mds tecnol6-
gico, ya que empleaba componentes de la industria de la bicicleta, con lo cual
comenzaria la fabricacién de vehiculos de tres ruedas. Daimler se interesé en ven-
der motores para multiples aplicaciones.

Los ingenieros franceses René Panhard y Emile Levassor vieron futuro en el
motor de Daimler. Por ello, en 1890, adquirieron derechos para fabricarlo poten-
ciando la empresa Peugeot y transformédndolo posiblemente en el primer fabricante
de automoviles en serie de todo el mundo.

Mientras tanto, en Estados Unidos, John W. Lambert (1891) construyé su pri-
mera version de un vehiculo a gasolina. En 1895, Charles y Frank Duryea crearon

la primera empresa automovilistica estadounidense.

La demanda de vehiculos se incrementé notablemente a finales del siglo XIX.
Luego, con la introduccién del modelo y mejoras en el proceso productivo impulsa-
das por Henry Ford (imagen 1.13), Estados Unidos aument6 el uso del automotor
de forma masiva en la década de 1920.

Imagen 1.13. Henry Ford

Se crearon posteriormente empresas europeas inspiradas por las ensefianzas
de Ford, asi como las creadas por el britdnico Morris, el francés Citroén, el ale-
man Opel y el italiano Fiat.

En la década de 1930, la General Motors super6 a Ford debido a su plan de co-
mercializacién y paso a liderar el mercado junto con la marca Chrysler.

13
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En Alemania, lideraba Opel, que era parte de General Motors desde 1928,
junto con Mercedes Benz y Auto Union. Mientras que en Francia se encontraban
a la cabeza Renault, Peugeot y Citroén. En Gran Bretafia, en cambio, el merca-
do estarfa provisto por Morris y Austin, seguidos por Ford, Vauxhall, Standard
y Rootes. Destacaban ademds Jaguar, Rover y Rolls-Royce.

En la actualidad, el mercado automotor lo lideran grandes multinacionales
que conservan los esquemas de motor de combustién hechos muchos afios atrds
por Daimler. Se han realizado adecuaciones en lo que respecta a sistemas de con-
trol, mejoramiento del consumo y mejora de eficiencia de los motores en algunas
variantes que ain conservan el principio inicial.

Se estan incorporando en el mercado mundial los vehiculos que emplean motores
eléctricos, cuya difusién y prototipos atin se encuentran en evaluacién y desarrollo.

Desarrollos en aviacion

Las posibilidades de alzar el vuelo en siglos pasados contemplaban formas si-
milares a las alas de aves y trataban de lograr objetos mds ligeros que el aire.

El primer objeto volador creado en el siglo V fue una cometa o papalote. Pasados
algunos siglos, el monje inglés Roger Bacon, en el siglo XIII, ya consideraba
que el aire podia mantener sobre si a un ingenio de la misma manera que el agua
soporta a un barco.

Fue el gran genio Leonardo da Vinci quien centré su estudio en el vuelo de las
aves proponiendo diseflos que posteriormente construiria. Ideé el tornillo aéreo
y el paracaidas. Propuso mdquinas como el ornitéptero y el helicéptero.

En el siglo XIX, George Cayley, ingeniero e inventor britdnico, ya elaboraba
prototipos capaces de elevar personas empleando el mismo principio de cometas
o planeadores. Denominado el padre de la aviacién por sus compatriotas, Cayley
disefié una especie de helicéptero impulsado por una hélice vertical.

Francis Herbert Wenham emple6 un tinel aerodindmico forzando viento a fin
de estudiar el comportamiento de un arreglo de alas una sobre otra.

Se obtuvieron disefios que lograban vuelos cortos y de baja altura de la mano
e ingenio de los britdnicos John Stringfellow, William Samuel Henson, y los fran-
ceses Alphonse Penaund y Victor Tatin.

El estadounidense Samuel Piermont Langley fabric6, en 1896, un aeroplano
a vapor cuyas alas medfan 4,6 m. Logré vuelos entre los 900 y 1200 m.

Vale reconocer que los mencionados desarrollos cobraron vidas de inventores,
como es el caso del belga Vincent DeGroof, que se estrelld y fallecié en 1874.

14
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Los mejores y mds notorios desarrollos correspondian al mejoramiento de pla-
neadores, como los intentos del francés Jean-Marie Le Bris, quien desarrolld
un prototipo de alas batientes y algunos intentos por parte de John Joseph
Montgomery y el alemdn Otto Lilienthal. El planeador de Lilienthal le costé
la vida en 1896 al impactar desde una altura de 20 m. Similar historia es la
del escocés Percy S. Pilcher, quien, tras varios exitosos intentos, fallecié en 1899
al estrellarse {31].

Fue un gran aporte en 1896 el libro escrito por el ingeniero estadounidense
Octave Chanute, quien previamente experiment6 con planeadores de alas multiples.

Ya por estas épocas se trataban fundamentos de aerodindmica y estabilidad
del vuelo. Se habian publicado estos conocimientos en los Aeronautical Annuals
(Anuarios aeronduticos) en los afios de 1895, 1896 y 1897.

En 1893, Lawrence Hargrave cre6 una cometa en forma de caja y Alexander
Graham Bell podia elevar personas en estructuras similares a tetraedros.

A partir de 1890, proliferaron los intentos de emplear motores para elevar el vuelo.
El aeroplano de Langley fue uno de ellos. Vol6 sin piloto por primera vez y fue bau-
tizado como aerédromo. Un prototipo se construyé a un cuarto de la escala real y se
probé con éxito. El modelo en escala real terminé lamentablemente accidentado.

Imagen 1.14. Hermanos Wright

Los hermanos Wright (imagen 1.14), sobre las experiencias del siglo XIX y
con la base y aporte de Chanute, Lilienthal y Langley, lograron un primer vuelo
pilotado propulsado por un motor con un disefio propio. El vuelo mas largo lo-
grado en un principio fue de 260 m en un tiempo de 59 segundos. Ya en 1905

15
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lograrfan elevarse por 38,9 km en un tiempo de 38 minutos y 3 segundos. Con el
tiempo, el disefio se fue perfeccionando hasta producir el primer avién militar
operativo de Estados Unidos. En tanto que, en Europa, en el afio 1910, un inge-
nio de la misma talla se realiz6 gracias a Henri Fabre.

La era espacial

A inicios del siglo XX, Konstantin Edudrdovich Tsiolkovski (1857-1935),
de nacionalidad rusa, era conocido por ser excéntrico. Sus teorias posefan poca
relacién con la realidad. Sin embargo, llegé a ser conocido como el «padre de la
astrondutica».

Las contribuciones de Tsiolkovsky a la ciencia de la navegacién fueron incon-
tables. En 1883, expuso los principios que permiten el desplazamiento de un
cohete en el vacio, y enunci6 las posibilidades de un satélite espacial en la nove-
la Sueitos de la Tierva y el Cielo.

En 1903, empez6 a publicar su libro Exploraciin del espacio interplanetario me-
diante aparatos a reaccion, lo que cre6 las bases de la teorfa del vuelo de los cohetes
y las perspectivas de la navegacién espacial.

Una de las principales recomendaciones de Tsiolkovski consistié en utilizar
propulsores liquidos, porque ofrecen mejores prestaciones que los sélidos y se
pueden controlar mejor tras la ignicién. También consideré que se podria con-
trolar a los cohetes en el exterior mediante la utilizaciéon de aletas situadas en las
toberas o mediante la inclinacién de la propia tobera. Mencioné que era posible
el uso de diversos combustibles como alcohol, gasolina o metano mediante véalvulas
mezcladoras que regularan el flujo de los propulsores de la cimara de combustién.
Se podria refrigerar la cdmara de combustién y la tobera mediante un sistema
de paso de uno de los liquidos a través de una camisa de doble pared. Su preo-
cupacioén por la aceleracion a la cual estin sometidos los cohetes fue tanta que,
en sus primeros disefios de cabinas para naves espaciales, consideré que la tripu-
lacién deberfa permanecer tendida con la espalda apoyada sobre los motores y su
inmersién en un liquido de igual densidad a la del cuerpo humano con dispo-
sitivos que absorbieran di6xido de carbono y olores. Mencioné también que los
cohetes debfan ser construidos con una doble pared para soportar adecuadamen-
te el calentamiento y enfriamiento excesivos y como medida de precaucién ante
el posible impacto de un meteorito.

Tsiolkovski consideré que los cohetes debfan poseer un giroscopio, asi como
la utilizacién de un sistema de varias etapas, «trenes de cohetes», de modo que cada
una usara cierta porcién de combustible hasta alcanzar la velocidad necesaria para
el vuelo espacial. También se anticip6 a la posibilidad de construir estaciones
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espaciales, describiendo el traslado y plegado de sus componentes para su posterior
despliegue y montaje. En su escrito E/ avidn cobete (1930), Tsiolkovski analizaba
las ventajas e inconvenientes de los aviones cohete en relacién con los propulsa-

dos a hélice [3}].

En 1909, el doctor norteamericano Robert H. Goddard acometi6 una gran
investigacion teérica sobre la dindmica de cohetes, midiendo el empuje de uno
de combustible sélido encendido en una cdmara de vacio, y desmintiendo as{ la
creencia de que los cohetes solo funcionaban en la atmdsfera. Posteriormente,
los trabajos del doctor Goddard se orientaron al disefio de un cohete sonda prac-
tico que permitiera la obtencién de datos de las capas superiores de la atmdsfera.
Su constancia lo llevé a lanzar su primer cohete de combustible liquido el 16
de marzo de 1926 en Auburn (Massachussets). Su proeza tan solo fue supera-
da por un margen mintsculo por el alemdn Johannes Winkler, cerca de Dessau,
el 21 de febrero de 1931, cuando lanz6 un cohete propulsado por metano y oxi-
geno liquido y alcanzé una altura de 90 m gracias a los estabilizadores que lo
que se equipo.

El doctor Paul Heylandt, duefio de una fdbrica de automéviles, se interesé en la
experimentacién de cohetes de combustible sélido en automéviles, trineos y ve-
hiculos en carriles del inventor Max Valier, por lo que le autorizé la construccién
y experimentacion de cohetes en dicha fabrica.

Valier pensaba que el desarrollo de los viajes espaciales pasaria por una evolu-
cién gradual del automévil cohete al avién cohete y luego a la nave espacial.

El profesor de fisica y matemdticas Hermann Oberth publicé, en 1923, un re-
ducido volumen titulado E/ cobete en el espacio interplanetario, en el que se asentaron
las bases del funcionamiento de los cohetes en el vacio. Allf se afirma que, si se
dispone del empuje suficiente, se podria dar una vuelta completa a la Tierra. Estos
estudios excitaron la imaginacién de otros adelantos.

En 1927, se constituyé un grupo conocido como Sociedad para la Navegacion
Espacial, el cual conduciria al desarrollo de técnicas innovadoras. Fue la cuna
de cientificos en ciencia de cohetes (atravesando las fronteras del espacio). Entre
los principales miembros de este grupo se encontraban Johannes Winkler,
Max Valier, Willy Ley, Hermann Oberth, Rudolf Nebel, Walter Hohmann, Guido
von Pirquet, Eugen Sanger, Franz von Hoefft, Kurt Hainish, Klaus Riedel, Rolf
Engel y Wernher von Braun, quien ingresé al grupo a la edad de 18 afios.

Con la llegada de Hitler al poder en 1933, las fuerzas armadas vieron sus pre-
supuestos engrosados. La Luftwaffe estaba interesada en instalar motores cohete
en sus aviones, y el ejército, en sus misiles balisticos. Asi se decidi6 establecer
un centro de investigaciones de cohetes en Peenemiinde, costa alemana del Baltico.
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Von Braun recluté a parte de los colaboradores que trabajaron en el disefio
de los cohetes Mirak y Repulsor en el Raketenflugplatz, y completaron el disefio
del cohete A-5 en Peenemiinde. Sus lanzamientos no poseifan sistemas de guiado
en 1938. El primer vuelo con un sistema de control giroscépico tuvo lugar en el
otofio de 1939 (a comienzos de la Segunda Guerra Mundial). Allf se probarian
también los cohetes A-4, los mismos que evolucionaron a los cohetes V-1 y V-2,
con los cuales se bombarde6 Londres durante el conflicto bélico mundial.

El 17 de agosto, en Mosc, el GIRD 09 (imagen 1.15) alcanz6 una altura de 400 m.
Empleaba como propulsores oxigeno liquido y gasolina gelatinizada. E1 GIRD fue el
primer cohete soviético de combustible enteramente liquido y alcanz6 casi 80 m el 25
de noviembre de 1933.

Imagen 1.15. GIRD 09

En 1932, en Estados Unidos, Goddard instal6 un giroscopio de 10,2 cm en un
cohete, con un eje de giro en el eje longitudinal. El eje de giro del giroscopio per-
manecia vertical y, cuando el ingenio se desviaba 13 grados, se cerraban contactos
eléctricos que desencadenaban una accion rectificadora; una de las cuatro aletas
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aerodindmicas se abria, y simultdneamente se interponia en el chorro de gases
una de las cuatro aletas deflectoras.

El 19 de abril de 1932, fue el primer lanzamiento. Este fracasé por perdida
de empuje del motor. Se lanzé a 40 metros de altura aproximadamente y bastd
para observar el efecto estabilizador del giroscopio. Los deflectores estaban intac-
tos a pesar de la caida. Eso demostraba que habian funcionado.

En los afios siguientes, Goddard realiz6 nuevos progresos con los estabilizadores
automaticos. El 8 de marzo de 1935, lanz6 uno de sus cohetes, contaba con un sen-
cillo péndulo en lugar del giroscopio, que emitia sefiales concretas cuando el cohete
se desviaba mds de 10 grados de la vertical. Alcanzé una velocidad de 700 millas
por hora, y cay6 a 9000 pies de la torre de lanzamiento.

En el afio de 1937, lanz6 con éxito otro cohete que se controlaba con una junta
universal. Se alz6 a una altitud de 626 m; su longitud era de 5,6 m y contaba
con una pieza de cola mévil, depésito de combustible y un bardgrafo a bordo.

A finales de la Segunda Guerra Mundial, los aviones polimotores alcanzaban solo
10 km; los globos sonda cientificos (imagen 1.16) cientificos se elevaban hasta 32 km.
En 1952, en Estados Unidos se lanzaron cohetes sonda desde una altitud de 30 km,
a la que fueron elevados con globos. Estos ingenios, conocidos como rockoons, tras-
ladaron cargas de 9 kg a altitudes del orden de 100 km.

Imagen 1.16. Globos sonda

Al finalizar la guerra, los Estados Unidos y la Unién Soviética tenfan cohetes V-2,
que penetraban las capas superiores de la atmésfera y cargaban equipos cientificos
considerables.
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El Instituto de Investigacion Fisica Estratosférica habia desarrollado y ensayado
instrumentos de medidas especiales para registrar el espectro ultravioleta del Sol,
las presiones atmosféricas y las temperaturas de diversas altitudes, el flujo de ra-
diacién césmica y de otros tipos, y también un dispositivo para recoger muestras
en el aire.

Con el fin de la guerra, los cohetes V-2 existentes cayeron en manos de nortea-
mericanos, soviéticos, franceses y britdnicos.

En otofio de 1945, se habfan embarcado en Alemania, con destino a Estados
Unidos, componentes para la fabricacién de mds de 100 V-2, que debfan montar-
se y lanzarse en el nuevo campo de pruebas de White Sands, en Nuevo México.
El objetivo de los misiles era recoger datos sobre el entorno fisico y las radiacio-
nes de la alta atmoésfera, y adiestrar en el montaje, comprobaciones y lanzamiento
de cohetes de grandes proporciones.

Los cohetes V-2 de la Segunda Guerra Mundial fueron antecesores de proyec-
tiles mucho mds potentes, capaces de atravesar las fronteras del espacio y enviar
robots de exploracién. El afio Geofisico Internacional ve nacer un satélite cientifico
capaz de orbitar a altitudes en las cuales la colisién con las escasisimas moléculas
de aire produce una resistencia despreciable.

El concepto de satélite artificial se habia considerado afios atrds en Estados
Unidos. En 1945, el Bureau of Aeronautics (Administracién de la Aviacién Naval
Norteamericana) realizé un estudio con la finalidad de situar instrumentos cienti-
ficos en el espacio. Un afio mds tarde, la Fuerza Aérea de Estados Unidos estudi6
un informe andlogo elaborado por la Douglas Aircraft Company. Este tenia el di-
sefio preliminar de una nave espacial circundante experimental.

En Viena, el 27 de noviembre de 1953, Aleksandr Nesmeydnov, de la Academia
de las Ciencias de la URSS, declaré: «La creacién de un satélite artificial de la Tierra
constituye una posibilidad real». Posteriormente, el 11 de septiembre de 1956,
un delegado soviético declar6 que su pafs situaria en 6rbita un satélite artificial
ese mismo afo.

El 4 de octubre de 1957, la URSS puso en 6rbita el Sputnik 1 (imagen 1.17),
el primer satélite artificial de la tierra. Era esférico, con un didmetro de 58 cm y
un peso de 83,6 kg. Contenfa instrumentos para medir la densidad y la tem-
peratura a lo largo de toda su 6rbita, que oscilaba entre 227 km y 941 km.
También recogié datos sobre la concentracién de electrones en la iondsfera. El 3
de noviembre los soviéticos lanzaron el Sputnik 2. La capacidad de carga de 508
kg comprendfa a la perrita Laika e instrumentos para estudiar los efectos de la
ingravidez en su cuerpo. También tenfa sensores para medir el entorno de las ra-
diaciones del espacio.

20



1 [ UEEEm [ I [ [ [ |

Fundamentos de mecanica para ingenieria
Fundamentos de mecénica para ingenieros

Imagen 1.17. Satélite soviético

Posteriormente, en Estados Unidos, lanzaron al espacio el Explorer 1, que era
una réplica del Sputnik, mds pequefio y menos pesado. Este satélite descubrié
lo que se conoce como cinturones de Van Allen.

Este episodio marcé uno de los hechos mds interesantes de la Guerra Fria: la ca-
rrera espacial entre Estados Unidos y la Unién Soviética. Posteriormente, con la
llegada del hombre a la Luna, se di6 importancia al desarrollo realizado por Estados
Unidos a través de la NASA.
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Lo que revisaremos en este capitulo

» Aprenderemos todo sobre los » Conoceremos sobre la teoria
distintos tipos de la mecdnica cuantica




Importancia de la
meCcAanica

La comprensién de los fenémenos
naturales y el control de los mismos
se ha logrado fundamentdndose en los
desarrollos fisicos y matemadticos
que se han generado y evolucionado
a través del tiempo.

Dado que la mecdnica estudia

y describe los estados de movimiento

y reposo de los cuerpos bajo la accién

de fuerzas, esta ciencia se torna de in-

finita aplicacién, asi como de elevado

interés para el desarrollo de las demas
ciencias.

Si alzamos la vista al presente,

es sencillo avizorar un futuro robético
en multiples posibilidades, desde drones
hasta humanoides, incluyendo sistemas infor-
maticos de inteligencia independiente. Todos
estos ejemplos requieren el soporte de la mecani-

ca, ya que forman parte de sistemas en movimiento.

Bicicletas, vehiculos, aeroplanos, trenes y barcos for-
man parte de sistemas de transporte que, para su desempefio,
toman en cuenta una amplitud de criterios de mecdnica.

Estructuras, edificaciones, coliseos, puentes y casas son disefios que la
ingenierfa y arquitectura desarrollan a diario. Estas obras no serian factibles
sin analisis estaticos y dindmicos desarrollados por la mecdnica.

El flujo de agua en canales, sistemas de aire comprimidos y de presién de acei-
te, el comportamiento aerodindmico de los sélidos, las fuerzas de sustentacion
en aviones e incluso las fuerzas que requiere un vehiculo de Férmula Uno para
mantenerse adherido al suelo son dmbito de estudio de la mecinica.
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La mdquina a vapor, el motor de combustién interna, el motor eléctrico e in-
cluso desarrollos magnéticos se emplean mediante criterios fisicos que aborda

la mecédnica.

Las interacciones débil, fuerte, electromagnética y gravitacional emplean bases
de la mecdnica en su estudio.

La resistencia, las deformaciones, el pandeo y la expansién térmica que los mate-
riales ofrecen también se analizan mediante criterios de la mecdnica de materiales.

En las industrias, las mdquinas, los mecanismos, los sistemas de transporte
de productos y los autématas programables también son disefiados y operados
considerando los fundamentos de mecénica.

Los viajes espaciales, los cohetes, el comportamiento de los astros en el universo,
los fenémenos de la luz, las fuerzas de los cuerpos y la energfa oscura que abunda
el universo lo explican la mecdnica y sus fundamentos.

¢Es que acaso la mecdnica estd en todos nuestros dmbitos? Pues si, incluso
en actividades del diario vivir: en la cocina, en la ducha, en todo lo que se mueve
y en lo que no.

A menudo, en cursos universitarios, se imparten fundamentos de la fisica como
un conocimiento base para multiples ingenierfas. Estos conocimientos toman sen-
tido al estudiar la mecanica para ingenieros en la que se aplican los criterios en el
andlisis estdtico y dindmico, principalmente.

El desarrollo de la mecdnica requiere ciertos elementos de estudio como los vec-
tores. Su empleo facilita y torna intuitivo el estudio del efecto de las fuerzas y los
movimientos.

Cabe aclarar que la mecdnica, en su manera general, tiene un aspecto ain mds
amplio que el de la mecdnica cldsica comtinmente impartida en los fundamen-
tos de las carreras de ingenierias. De esta manera, aborda las siguientes variantes.

Mecanica clasica

Analiza el comportamiento de cuerpos macroscpicos, tanto en su reposo Como
a velocidades inferiores a la de la luz. Su estudio se aborda de dos maneras.

Mecanica vectorial

También denominada mecdnica newtoniana, emplea las leyes de Newton para
analizar cuerpos que se mueven a velocidades menores a la de la luz. Se conside-
ra en su andlisis a la fuerza y su accién, para valorar su cantidad de movimiento
(momentunt).
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Mecanica analitica

Considera la relacién diferencial entre las cantidades escalares de la energia
cinética y el trabajo. A partir de este andlisis, se obtienen las ecuaciones de los
movimientos empleando derivadas e integrales. Esta propuesta de solucién la plan-

te6 Gottfried Leibniz [4].

Mecanica cuantica

Describe y estudia los fenémenos naturales en escalas espaciales pequefias.
Se centra en microparticulas, como se ha denominado a los electrones, protones,
neutrones. etc. También en este estudio se considera a los d&tomos y moléculas,
cuyos comportamientos no se ajustan a las leyes de la mecdnica clésica {5}].

Mecanica relativista

Emplea la teorfa de la relatividad planteada por Albert Einstein para resolver
la incompatibilidad entre la mecdnica cldsica y los fundamentos electromagnéti-
cos. Su estudio considerd tres teorfas fundamentales.

Teoria de la relatividad especial.- Plantea una fisica que explica el movi-
miento en un espacio-tiempo plano.

Teoria de la relatividad general.- Propone la deformacién del espacio-tiem-
po debido a la influencia de materia, lo que da origen al campo gravitatorio.

Teoria cuantica de campos.- Aplica los principios de la mecdnica cudntica
a sistemas cldsicos de campos continuos.

Mecanica de fluidos

Estudia el comportamiento de los fluidos considerando sus propiedades como
presion, densidad y flujo. Esto permite seleccionar o dimensionar sistemas de tu-
berfas y canales abiertos {6].

Mecanica de suelos

Corresponde a la aplicacién de las leyes de la mecdnica e hidrdulica en aspec-
tos de la ingenieria que analizan sedimentos y acumulaciones no consolidadas
de particulas desintegradas de forma mecdnica o como descomposicién quimica
de rocas {7].
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Mecanica de la fractura

Es la parte de la mecanica que estudia el comportamiento de los materiales
una vez culminado su proceso de deformacion pldstica, y alcanzada la separacién
o fragmentacién de un cuerpo sélido debido a la accién de un estado de cargas.

Mecanica de materiales

Se encarga del estudio del comportamiento de cuerpos sélidos bajo la accién
de multiples tipos de cargas. Permite el andlisis de la resistencia de los materia-

les, sean estos orgdnicos o sintéticos.

El campo de estudio de la mecédnica es enorme. En este documento se analiza-
rd solamente lo concerniente a la estdtica y dindmica, como bases fundamentales
para un curso bdsico en ingenieria industrial.
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Capitulo 3

Definiciones basicas

A lo largo de la historia, los
conceptos, definiciones, criterios

y fundamentos también evolucio-
nan, al igual que las especies y el
pensamiento humano. La influencia
de la tecnologia cambia rotundamen-

te la forma de vivir del ser humano,
de sus actividades, y no por eso se de-
tienen la ciencia y los nuevos desarrollos.

En todo texto de fisica o ingenieria,
se abordan términos como espacio, masa,
w peso, tiempo, fuerza, particula, cuerpo rigido,

: velocidad y aceleracién. Estos términos son bd-
sicos e importantes en la fundamentacién de los

Ny criterios de mecdnica. Por eso es pertinente revisar
estas nociones y su evolucion.

Espacio

Fisicamente hablando, es el lugar en donde se puede ubicar una particula
mediante tres dimensiones cuantificadas mediante tres nimeros (coordenadas).
Ademas, se puede definir perfectamente la ubicacién y orientaciéon de un cuerpo
s6lido empleando seis nimeros que corresponden a las tres coordenadas y tres an-
gulos de rotacién sobre cada uno de los ejes (igura 3.1).
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Figura 3.1. Intuitiva de espacio (a) particula, (b) cuerpo

La mecdnica cldsica considera al espacio y al tiempo como variables absolutas.
En la mecénica relativista se fusionan los dos conceptos anteriores para formar
el espacio-tiempo, identificado por cuatro dimensiones: tres espaciales y una tem-
poral. Estas permiten definir sucesos.

Es un concepto fisico que indica la cantidad de materia que se encuentra con-
tenida en un cuerpo. Se cuantifica por la inercia de dicho cuerpo que establece
la aceleracion provocada por una fuerza que se ejerce sobre €l (masa inercial) y la
propiedad de todo cuerpo de atraer y ser atraido por otros cuerpos (masa gravita-
cional). La unidad de medida principal que se utiliza en el sistema internacional
(SI) es el kilogramo (kg). Este se determiné en 1887 con un patrén de masa ci-
lindrico de aleacién de platino-iridio almacenado en el Laboratorio Internacional
de Pesas y Medidas en Sevres, Francia.

Tiempo

Se define como una magnitud fisica que permite medir la duracién de ciertos
acontecimientos y ordenarlos cronolégicamente brindando nocién de un pasado,
presente y futuro. La unidad de medida bdsica en el SI es el segundo (s), determi-
nado por 9 192 631 770 veces el periodo de vibracién de la radiacién del dtomo
de cesio-133 (reloj atémico). As{ se obtiene una incertidumbre menor que un se-
gundo cada 30 000 afios.
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Aceleracion de la gravedad

Existe un efecto de atraccion de alcance infinito entre los cuerpos que poseen masa.
Esta rige el movimiento tanto de los objetos celestes como de los objetos mds peque-
flos de nuestro entorno. Su comportamiento se estudia mediante la ley de atraccién
universal propuesta por Isaac Newton. Convencionalmente, el valor que se le asig-
na es de 9,81 m/s?, a pesar de que su valor no es constante en la superficie terrestre.
En la actualidad, existe un mapa de la variacién de sus valores en el planeta.

Sistema Internacional de Unidades (Sl)

El SI emplea ciertas unidades para definir las magnitudes basicas y derivadas.
En este documento, se usardn estas unidades, que se resumen en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1. Magnitudes y unidades fisicas empleadas en el SI

MAGNITUD UNIDAD S| DE BASE simBOLO

Longitud metro m
Masa kilogramo kg

Tiempo segundo s

Corriente eléctrica amperio A
Temperatura termodindmica kelvin K
Intensidad luminosa candela cd
Cantidad de sustancia mol mol
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Tabla 3.2. Magnitudes y unidades derivadas del SI

MAGNITUD

Fuerza

Presion

Energfa, trabajo

Potencia

Carga eléctrica

Diferencia de
potencial eléctrico

Actividad catalitica

Voliimen

UNIDAD SI
DE BASE

newton

pascal

joule

watt

coulomb

volt

katal

litro

Movimiento general

simBOLO

Pa

kat

UNIDADES SI

kg m/s?
kg m's? 0o Nm™
kg m’s? 0 Nm
kg m?s” o Js™!
As

kg m?s? A'o
W A"

mol s!

1L=1dm?=10?m">

Un cuerpo se halla en movimiento cuando puntos integrantes de este ocupan

maltiples posiciones en el espacio en distintos instantes de tiempo. Asf, si conser-

van la misma posicion, el cuerpo estard en reposo o quietud. Para tener una idea

clara del movimiento en cuanto a su rapidez y comportamiento, se suele compa-

rar con puntos y objetos inmediatos que sirven de referencia o punto de inicio.

Movimiento relativo

Si los puntos de referencia no son fijos y también se mueven, se considera

un tipo de movimiento relativo respecto de estas referencias. Al considerar esto,

todos los movimientos son relativos dado que la Tierra semueve en la rotacion

y la traslacion, entre otros.

32



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Definiciones basicas

Movimiento absoluto

Se considera respecto de una referencia en estado de absoluto reposo. En el
estudio de multiples fenémenos, se considera este tipo de referencia de manera
conveniente, ya que los movimientos mecdnicos se realizan en escalas muy in-
feriores respecto de la Tierra, incluyendo también el lanzamiento de proyectiles
de mediano a corto alcance.

Trayectoria

A menudo esta definicién es aplicada a s6lidos cuya disposicién volumétrica
no es de interés. En vez de ello, su centro de gravedad se estudia en el movi-
miento considerdndolo como una particula. La trayectoria es entonces una linea
continua que une las posiciones del punto de interés en el movimiento del cuer-
po tal que si el punto se mueve a lo largo de una linea se tendrd una trayectoria
rectilinea o curvilinea.
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Capitulo 4

Importancia
de las mediciones
y sus unidades

Las medidas corresponden a una
necesidad esencial en la ingenie-
ria, pero también en la vida, ya que
medimos todo aquello que vemos
y sentimos (tabla 4.2). Las medi-
das y sus unidades, su ubicacién

en el plano y su representacion grifica
son indispensables para todo profesio-
nal exitoso. En este capitulo se encuentra
todo lo referente a los sistemas de unidades,

las mediciones y las unidades que debemos
manejar, asi como el andlisis dimensional
de ello. Se describen también los aspectos fun-
damentales de las mediciones y sus unidades.

Magnitudes fisicas

Las cualidades medibles de los cuerpos se denominan magnitudes fisicas.

Estas magnitudes o cantidades pueden ser: longitud, velocidad, temperatura,
aceleracion, fuerza, peso, presion, entre otras.

Las cantidades fisicas pueden ser de varios tipos:

Fundamentales
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Se expresan directamente sin necesidad de recurrir a otras. Tampoco requieren
ecuaciones complementarias para definirlas.

Las unidades fundamentales se encuentran en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1. Unidades fundamentales

MAGNITUD UNIDAD S| DE BASE simMBOLO

Longitud metro m

Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Intensidad de corriente asperio A
g :

Cantidad sustancia mol Mol
Intensidad luminosa candela cd

En la Tabla 4.1 se puede ver que las unidades fundamentales no requieren tra-
tamiento y se expresan de forma directa. Observemos ahora la Tabla 4.2, donde
se pueden apreciar las unidades derivadas.

Derivadas

Las unidades derivadas son aquellas que se definen mediante la combinacién
de unidades fundamentales.
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Densidad

Caudal midsico

Caudal volumétrico

Cantidad

de movimiento

Momento cinético

Momento de inercia

Fuerza

Momento de una
fuerza

Presion, tension

Viscosidad dindmica

Viscosidad cinemadtica

Tension superficial

Fundamentos de mecanica para ingenieria
Importancia de las mediciones y sus unidades

Nombre

kilogramo por metro
ctbico

Kilogramo por
segundo

Metro ciabico por
segundo

Kilogramo-metro
por segundo

Kilogramo-metro

cuadrado por segun-
do

Kilogramo-metro
cuadrado

Newton

Newton-metro

Pascal
Pascal-segundo

Metro cuadrado por
segundo

Newton por metro

Tabla 4.2. Unidades derivadas

Simbolo

kg/m’®

kg/s

m’/s

kg * m/s

kg * m?/s

Pa

Pa-‘s

m?/s

N/m

mZ.kg

m*kg-*s

m® kg s

N/m?

Existen también unidades derivadas de uso frecuente (tabla 4.3), que son aque-

llas que usan en actividades diarias.
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Tabla 4.3. Unidades derivadas frecuentes

Superficie, drea
Volumen
Velocidad angular

Velocidad

Aceleracion

Frecuencia

Frecuencia de
rotacion

Suplementarias

metro cuadrado

metro cibico

radidn por segundo

metro por segundo

metro por segundo
cuadrado

hercio

por segundo

m?

rad/s

m/s

m/s

m?

Son aquellas que no se definen como fundamentales o derivadas (tabla 4.4).

Tabla 4.4. Unidades suplementarias

Angulo plano

Angulo sélido

radian

estereoradidn

rad

Sr

rad

Sr
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Es importante conocer las unidades que corresponden a las variables fisicas
que se tratardn en este libro.

Medicion

Medir: comparar con un valor patrén de referencia.

Valor patrén: es aquel que estd establecido de forma tedrica, que se recono-
ce como valor verdadero de algo. Suelen ser valores reconocidos mundialmente.

Elementos del sistema de medida: todo sistema de medida tiene algunos
elementos bdsicos (figura 4.1):

Figura 4.1. Elementos del sistema de medida

Sensar =mh Procesar | = Mostrar

Medidas directas: son aquellas medidas que se pueden expresar directamente.
Se miden con instrumento adecuado a la magnitud y se representan sin necesidad
de cilculos o procedimientos de procesamiento.

Ejemplo: la distancia, el tiempo.

Medidas indirectas: son aquellas que se obtienen a través de cdlculos y proce-
dimientos adicionales. No se pueden obtener a través de un instrumento especifico
y requieren ecuaciones y procesamiento.

Ejemplo: la densidad, la resistividad.

Hay que recordar que, en cualquier sistema de unidades, el tiempo permane-
ce con sus mismas unidades.
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Sistema de unidades

Las cantidades fisicas poseen una unidad de medida que las caracteriza. Es decir,
cada vez que medimos alguna variable, lo hacemos bajo un sistema de unidades.
Entonces, un sistema de unidades es un conjunto de unidades de medida a partir
del cual se derivan muchas otras unidades.

Existen dos tipos de sistemas de unidades: el sistema absoluto y el sistema

técnico.

El sistema absoluto: estd constituido por lo siguiente:
» El sistema MKS (Sistema Internacional): metro, kilogramo, segundo
» El sistema CGS: centimetro, gramo, segundo

» El sistema FPS: pie, libra, segundo

El sistema técnico: estd constituido por lo siguiente:
» El sistema MKS (europeo): metro, unidad técnica de masa, segundo

» Elsistema FPS (inglés): pie, slug, segundo

Multiplos y submultiplos del Si

La mayoria de las veces es necesario expresar las medidas en términos muy gran-
des o muy pequefios, por lo que no resulta apropiado utilizar las unidades en su
forma bdsica. De esta manera, se recurre a utilizar los multiplos y submaltiplos
de dichas unidades. Para las medidas muy grandes o muy pequefias, se utiliza

la notacién cientifica.

No parece 16gico expresar la distancia entre Venus y Saturno en metros, as{ como

tampoco parece apropiado medir en metros el tamafio del dtomo.

En la tabla 4.5, se muestran los multiplos y submiltiplos del SI:
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Tabla 4.5. Mdltiplos y submultiplos del SI

Factor Prefijo Simbolo Factor Prefijo Simbolo
10" exa E 108 atto a
10 peta P 10" femto f
10" tetra T 10" pico p
10? giga G 107 nano n
10° mega M 10°¢ micro B
10° kilo k 107 mili m
10° hecto h 107 centi c

10 deca da 10" deci d

Sistema de coordenadas en el plano

Los sistemas de coordenadas nos sirven para orientarnos en el plano y para poder
establecer criterios de dimensionamiento.

Coordenadas rectangulares

Estd conformado por dos ejes perpendiculares, escalados o numerados, llama-
dos de las abscisas o eje y, y de las ordenadas o eje x. Su interseccion es considerada
como el origen del sistema de referencia y se denota con la letra O. Cuando se in-
tersectan estas dos rectas perpendiculares, dividen el plano en cuatro cuadrantes.

4
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Figura 4.2. Cuadrantes en el plano

Cuadrante Il K Cuadrante |
(-2;3)
(31
> X
o (4;-5)
(-2
|
Cuadrante Il Cuadrante IV

En la figura 4.2, observamos que los cuadrantes en el plano se enumeran en el
sentido contrario a las manecillas del reloj. Asimismo, observamos que cada cua-
drante tiene sus caracteristicas propias:

Cuadrante I: se encuentra en el plano formado por las coordenadas positivas

del ejexyy.

Cuadrante II: se encuentra en el plano formado por las coordenadas positivas

de y y negativas de x.

Cuadrante III: se encuentra en el plano formado por las coordenadas negati-

vasde xy y.

Cuadrante IV: se encuentra en el plano formado por las coordenadas negati-

vas de y y las positivas de x.

Es necesario conocer las caracteristicas de cada cuadrante para poder ubicar
puntos en el plano.

La ubicacién de puntos en el plano nos puede ayudar a una diversidad de acti-
vidades matemadticas, geograficas, artisticas, arquitecténicas, etc. Es indispensable
para el desarrollo de numerosas especialidades profesionales.

Ejemplo 1:

Ubicar los siguientes puntos en el plano (figura 4.3).

a) P = (2,5) b) P,= (-2,5) oP.=(2,-5)
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Figura 4.3. Puntos en el plano

Y
A
P2 P
] PN
) 7 > X
5 Tm

Coordenadas polares

Las coordenadas polares consisten en un plano bidimensional en el cual cada
punto es representado por una distancia y un angulo. Este tipo de tratamiento
tiene su mayor aplicacién en la trigonometria.

El plano polar estd conformado por un eje polar de referencia x y un origen
llamado polo. La distancia positiva sobre el eje polar se denota con la letra r y
el dngulo se mide desde el eje polar positivo en sentido antihorario.

Ejemplo 2:

Ubicar en el plano el punto cuyas coordenadas son r = S km y o = 45°, y el
punto P,= (3 km, 135°) (figura 4.4).
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Figura 4.4. Puntos en el plano polar

Y
A
1=135° |
. iy oF45°
P: A\
\
_: y = > X

Coordenadas geograficas

Las coordenadas geogrificas utilizan el plano geométrico caracterizado por la
ubicacién geogrifica: latitud Norte y Sur, longitud Este y Oeste. Estas coordenadas
sirven para determinar las laterales de un esferoide, por esta razén es cominmen-
te utilizado en las laterales de la Tierra.

El eje horizontal representa el Este a la derecha y el Oeste a la izquierda, mien-
tras que el eje vertical que intersecta con este representa el Norte hacia arriba y el
Sur hacia abajo. El origen es comin a cada uno de ellos.

Para representar un punto en coordenadas geograficas, primero se nombra la dis-
tancia positiva desde el origen hasta el punto, determinado por r; luego se nombra
el rumbo, que viene descrito por el Norte o el Sur, que son el punto de partida.
Después se menciona el dngulo agudo que forma con el eje positivo y por tltimo
la posicion Este u Oeste donde se ubicara.

Ejemplo 3:

Ubicar en el plano geogrifico los siguientes puntos (figura 4.5):

a) P = (5 m, $45°0)  b)P,= (3 m, N30°E) )P = (7 m, N60°O)
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Figura 4.5. Ubicacién de puntos en coordenadas geograficas

N
A
3 =-0
—T | |
b i
7 3P
a=30°
0= > E
5
D
N
n=45°
1
A
S

El triangulo rectangulo

El tridngulo rectangulo es una figura geométrica conocida desde la antigiie-
dad. Estd conformado por un dngulo de 90° y dos dngulos agudos, que suman

90° (figura 4.6).

Figura 4.6. El tridngulo rectingulo
Y
A

(X;Y)

> X
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Resolucion del triangulo rectangulo

Para resolver el tridngulo rectingulo es necesario conocer al menos tres de sus
caracteristicas, entre los que indispensablemente debe estar un lado (figura 4.7).

Figura 4.7. Elementos del tridngulo rectingulo

4
= /'OO)
Lo My
< %
]
CATETO

Los elementos que se utilizan en el tridngulo rectingulo son:

El teorema de Pitagoras
El teorema de Pitdgoras fue desarrollado en la escuela pitagérica en Mesopotamia

y el Antiguo Egipto, hacia el afio XX VI a. C.

El teorema de Pitdgoras establece:

«La hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los catetos al cuadrado».

(hipotenusa)’ = (cateto 1)* + (cateto 2)? (4.1)
p

Si utilizamos el tridngulo mostrado en la figura 4.8, entonces:

r?= x>+ y? (4.2)
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Funciones trigonométricas

El tridngulo rectdngulo encierra varias funciones trigonométricas que relacio-
nan sus lados y sus dngulos. Estas funciones se muestran en la tabla 4.6.

Tabla 4.6. Funciones trigonométricas del tridngulo rectingulo

TRIANGULO
FUNCION simBoLO RECTANGULO ECUACION

Seno ST cateto opuesto —_re Yy

hipotenusa r

cateto adyacente X
COS X = ——

Coseno cos & hipotenusa .
Tangente tan « cateto opiesto tan « = %

cateto adyacente

El cateto opuesto es aquel que no forma parte del dngulo que se estd estudian-
do y estd en su lado enfrentado.

El cateto adyacente forma parte del dngulo de estudio. Por tanto, estd confor-
mando el dngulo (figura 4.8).

Figura 4.8. Angulos del tridngulo rectdngulo
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Ejemplo 4:

En el tridngulo rectdngulo de la figura 4.9, determinar:

a) B en términos de 1, y

o Figura 4.9. Tridngulo rectdngulo, ejemplo 4
b) & en términos de y, x
¢) P en términos de r, x C

d) r en términos de x, O

Solucion:

Observamos el tridngulo de la figura: r es la hipotenusa, mientras que y es el
cateto opuesto al dngulo 3 que deseamos estudiar. Por tanto, empleamos
la funcién trigonométrica correspondiente.

_v
sen = 4. 3)
Observamos el tridngulo de la figura anterior: y corresponde al lado adyacente

a 8, mientras que x corresponde al lado opuesto. Aplicaremos la ecuacién

correspondiente:
X (4. 4)
tan 6 = v

Si notamos, en el tridngulo de la figura 4.9, la hipotenusa viene dada por la
letra r, mientras que para el 4ngulo 3 el cateto adyacente es x. Por tanto,
aplicando la razén trigonométrica correspondiente:

cos B =% (4.5)

Debido a que en el tridngulo de la figura 4, la letra r corresponde a la
hipotenusa y no tenemos ninguna razoén trigonométrica que identifique
la hipotenusa, entonces debemos despejar de alguna de las ecuaciones.

48



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Importancia de las mediciones y sus unidades

Observamos que x es el cateto opuesto de 8. Por tanto, buscamos una razén
que nos relacione estos tres elementos.
4. 6)

X X
=— > =
sen & =— sen &

Conversion de coordenadas

Una vez que ya hemos estudiado el tridngulo rectdingulo, podemos entonces
convertir las coordenadas rectangulares a polares y viceversa.

Conversion de coordenadas rectangulares a polares

Para este tipo de conversién debemos utilizar las siguientes ecuaciones:

r=Vx'ty? 4.7)
y

0 =a-tan—- (4.8)

Ejemplo 5:

¢Qué representa el punto P = (12,5) en coordenadas polares?
Solucion:

Observamos que 12y 5 son los catetos del tridngulo (Figura 4.10) y que, para
dar respuesta a la interrogante, necesitamos conocer el radio polar y el dngulo.

Como vimos en la resolucién del tridngulo rectingulo, estos dos valores pode-
mos obtenerlos utilizando el teorema de Pitdgoras y las razones trigonométricas.

Figura 4.10. Teorema de Pitdgoras
Y
A

(X;Y)

> X
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Utilizando el teorema de Pitdgoras.

r=v1224+52=13

Utilizando la razén trigonométrica de la Ecuacién 4.8:

a2 — °

6=a-tan 12 22,6

Asi que el correspondiente nimero polar sera:
P - (13; 22,6°

Conversion de coordenadas
polares a rectangulares

Ejemplo 6:
¢Cudl es el equivalente rectangular del punto polar P = (13,23°)?

Solucion:
Si ubicamos este punto en el plano, obtendremos la figura 4.11.

Observamos que r corresponde a la hipotenusa del tridngulo rectingulo.
Por tanto, podemos emplear la funcién trigonométrica que relaciona la hipote-
nusa con cualquiera de los catetos.
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Figura 4.11. Ubicacién de un punto en el plano

Y
A
(X;Y)
(’/‘3 ~ E
Loy
a=23°
5 " - > X

Y
sena=-=— ->y=r-sena

y=13xsen 23°=5,08

X

cos a = T

= X=re-cosa

x=13xcos 23°=11,98

De esta manera hemos calculado el punto en las coordenadas rectangulares
P=(5,08;11,98) a partir de un punto en coordenadas polares.

As{ que, en forma general, podemos decir que, para convertir coordenadas po-
lares a rectangulares, basta con emplear las funciones del seno y coseno.

y=r"sena (4.9)

X=r-cosu (4.10)
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Analisis dimensional

Cuando hablamos de andlisis dimensional, estamos estudiando si una expre-
sién concuerda con las unidades que le corresponderia tener segin la expresion
en la cual se encuentre.

Para saber las unidades correctas que debe tener una magnitud, es necesario
que evaluemos su naturaleza y conozcamos su origen fisico.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7:

Tenemos la expresion v, = v, + at, con valores que se encuentran en unidades
de aceleracién, tiempo y velocidad:

v, =m/s; v, =m/s;a=m/s’t=s

Se estima que una velocidad poseerd valores en m/s. Por tanto, se espera como
resultado una igualdad en esos valores.

Entonces el andlisis nos indica que sustituyendo las unidades en la ecuaciéon

tenemos:
m/s = m/s + (m/s?) *s
m/s = m/s + m/s
m/s = m/s

Por lo que la ecuacién dimensionalmente es correcta.

Ejemplo 8:
Si tenemos y = g*(¢t*/2):
g=m/s’,;y=myt=s

Hagamos el andlisis dimensional

m = (m/s?) *{ts)’/2)}
m/2

3
1]

m =m

Obsérvese que, para el andlisis dimensional, los valores constantes son irrele-
vantes. Lo que tiene mayor relevancia son las unidades que se emplean.
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Si observamos los ejemplos 8 y 9, notamos que lo esencial en el andlisis di-
mensional es conocer la naturaleza de las variables que estamos tratando. También
se trata de identificar los multiplos y submultiplos de las unidades empleadas.

Para hacer la conversién de una unidad a otra, debemos tener en cuenta la re-
lacién entre las unidades derivadas y la unidad principal. Veamos la figura 4.12.

En una regla, los nimeros grandes representan los centimetros, que son la cen-
tésima parte del metro. Las rayitas chiquitas representan los milimetros, que son
la milésima parte del metro. (Entonces el metro es nuestra unidad principal!

Para convertir unidades debemos seguir esta norma:

Cuando vas de la unidad principal a una unidad mayor, debes dividir. Cuando
vas de la unidad principal a una unidad menor, debes multiplicar. Siempre hay que
tener en cuenta que se utilizan multiplos de 10.

Figura 4.12. Conversién de unidades

Km Subir: Dividir
Hm
Dm

dm

cm

mm
Bajar: Multiplicar

53

A



n Fundamentos de Mecanica para Ingenieria
Teorfa y Practica

Nombre:

Ejercicios propuestos de sistemas de unidades

1. Evalda si las siguientes unidades se corresponden.
a) 35 m = 3500 cm

b) 765 m = 76 500 cm

¢) 1458 m = 145 800 cm

d) 6785,3 m = 678,530 cm

2. Evalaa si las siguientes unidades se corresponden.
a) 45 g = 0,045 kg

b) 78 g = 0,078 kg

) 145,7 g = 01,457 kg

d) 987,56 g = 0,98756 kg

3. Identifica cudl de las siguientes conversiones de metro a kilémetro es correcta.
a) 53 m = 0,053 km

b) 567 m = 5,67 km

c) 8541 m = 8,541 km

d) 567,45 m = 5,6745 km

4. Verifica si las siguientes operaciones son correctas.
a)67m + 0,43 cm = 67,43 m

b) 78,3 m + 5,98 cm = 78,03598 m

€)95,2cm + 8,76 m = 971,2 cm

d) 234 cm + 56,7 m= 2,3456 m

5. Verifica si las siguientes operaciones son correctas.
a)56g—-5kg=4944 ¢

b) 7,8 kg —150 g = 7650 g

c)987 kg —-250g=98,7¢g

d) 6,7 g—70 mg = 76,7 mg

Calificacion:
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Ejercicios propuestos de plano geométrico

1. Ubica el punto B (3,2) en el plano siguiente (figura 4.13).

Figura 4.13. Plano cartesiano

-
N ——
w ——
JI QU
vl ——
o ——

N ——
00 ——
o ——
8__

2. Ubica en el espacio los los puntos W (=3, 2, 5)y X (4, -2, —1) (figura 4.14).

Figura 4.14. Plano tridimensional

Z+

X+

> Y+

Nombre:

Calificacion:
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3. Observa atentamente la Figura 4.15 e indica el enunciado correcto:

Figura 4.15. Grificaa —t

ax

a) Laaceleracion se mantuvo constante hasta que se hizo cero.
b) La aceleracién estaba variando hasta que se hizo cero.
¢) El tiempo se hizo cero.

d) La aceleracién era variable.

4. Observa la figura 4.16 e indica a cudl conclusién se puede llegar:

Figura 4.16. Grifica V, —t

Vx

a) La velocidad es constante.
b) La velocidad varia de forma constante y homogénea.
¢) El tiempo es infinito y acotado.

d) Ninguna de las anteriores.

Nombre: Calificacion:
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Ejercicios propuestos de sistemas de unidades

1) Si tenemos la expresién v, = v+ at, donde v estd expresado en cm/s,
a estd expresado en m/s” y t se expresa en horas, haz el andlisis dimensional
correspondiente.

2) Teniendo en cuenta la expresion y = g*(t?/2) donde g estd en m/s, y t estd
en segundos, realiza el andlisis dimensional correspondiente.

3) Dada la expresion A = X(H+W), si H estd en m/s y X estd en segundos,
¢qué unidades deben tener A y W?

Nombre: Calificacion:

A
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Conoceremos una de las partes » Resolveremos ejercicios
mds importantes de la fisica: el

tratamiento de errores

Haremos proyectos simples para

comprender las teorfas fisicas




Capitulo 5

Experimentacion
cientifica y calculo
de errores

Experimentacion
cientifica

La experimentaciéon cientifi-
ca es un método comun en la fisica.
Consiste en el estudio de una situa-
cion fisica, también llamada fenémeno,

que se reproduce en un laboratorio
bajo condiciones especificas para poder

realizar el estudio. Para hacer esta experi-
mentacién, se debe contar con instrumentos
y equipos de medicion de las variables.

Una variable es un pardmetro o un evento
que cambia durante el experimento. Puede ser de-
pendiente o independiente.

La primera esta determinada por el tiempo u otra va-
riable. La independiente es aquella que no depende de ninguna
otra variable. Es el comportamiento de esta el que queremos evaluar.

En la fisica, existen muchos experimentos que se hacen para estudiar aspec-
tos de la vida cotidiana. Los mds comunes estdan relacionados con el movimiento
de los cuerpos.

El estudio de este fenémeno se hace para evaluar el comportamiento de un
cuerpo en determinadas situaciones. Por lo general, se analiza uno mévil ante
una situacién hipotética que se asemeje a las situaciones reales.
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En la mayoria de experimentaciones fisicas, se estudian los cuerpos que se des-
lizan linealmente. También, los cuerpos que caen libremente o aquellos que giran
en torno a un eje.

En la experimentacién cientifica, debemos tener en cuenta la medicién de las
variables, los instrumentos empleados y las ecuaciones que rigen cada situacion.
Proyecto simple: hagamos un reloj solar practico

¢Sabfas que los relojes de sol existen desde el antiguo Egipto?

En la Antigiiedad, los egipcios consideraron la necesidad de conocer el tiempo.
Ellos vigilaban las estrellas para poder establecer las relaciones al respecto.

El reloj solar (imagen 5.1) es un dispositivo que utiliza la luz del sol para proyec-
tar la sombra de un elemento vertical sobre una plantilla con las horas distribuidas.

Imagen 5 1. Reloj solar analemdtico

Recordemos que el Ecuador estd ubicado
en la mitad del planeta y que la inci-
dencia de los rayos de sol es de forma
casi perpendicular. Por tanto, el reloj
de sol mds apropiado es conocido como

analematico.

El reloj de sol analemdtico estd conformado por una semielipse donde se pro-
yectan las horas. No es circular, como se conoce normalmente.

El bast6n vertical que proyecta la sombra se llama gnomon y debe ser lo
suficientemente alto para que, en todo momento, su sombra se proyecte en la su-
perficie plana.

En los lugares turisticos, suele usarse como gnomon la proyeccién de la som-
bra de los turistas, como atractivo de participacién y entretenimiento.

¢ Como hacer un reloj solar?
1. Ubica un cartén firme y, en él, dibuja una semielipse.

2. En esta semielipse, dibuja las horas.
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3. Enel centro de esta figura, coloca un gnomon que sea mas alto que los lados
de la elipse, de tal manera que pueda proyectar su sombra en todas las horas.

4. iListo! Ya estds preparado para medir el tiempo con tu reloj solar.

Historia de los métodos experimentales

Alrededor del afio 450 a. C, existi6 un filésofo griego llamado Empédocles.
El formuld una de las primeras ideas de la visién humana. En sus teorfas establecia
que la luz provenia del ojo. Este fildsofo pensaba que la diosa griega Afrodita habia
dado virtudes al ojo humano y que la visién era el resultado del fuego que este
podia emanar, iluminando asi el entorno de las personas.

Las ideas de Empddocles se mantuvieron por varios afios, a pesar de que se inten-
taron debatir sus teorias. No fue sino hasta el afio 1000 de la era moderna, cuando
el cientifico persa Abul All al-Hasan ibn al-Hasan ibn al-Haytham, también co-
nocido para Occidente como Alhazen, dio un nuevo enfoque de la naturaleza de la
luz. Alhazen naci6 en el afio 965 en la ciudad de Basra, en el actual Iraq.

Alhazen realizé sus experimentos sobre la luz encerrdindose en una habitacién
oscura con solo un agujero por donde podia pasar la luz. Del lado externo de esta
habitacién, colocé unas linternas ubicadas a diferentes alturas, de tal manera que la
luz entraba a través del agujero con proyecciones diferentes. El observé que la
luz proyectada mantenia una linea recta desde la linterna hasta el agujero y desde
el agujero hasta la proyeccién. También observé que, al tapar la linterna, ya no
habia luz y que al destaparla volvia la luz. De esta manera, Alhazen demostré
que la luz no provenia del ojo humano, sino que tenia otras fuentes como la lin-
terna. Alhazén desarrollé un método cientifico innovador para la época. El planted
una hipétesis: la luz no emana del ojo humano. Luego emple6 un método para
demostrar la veracidad de la misma y logré un aporte significativo a la investiga-
cién cientifica de la actualidad.

Uno de los aportes mas significativos de Alhazen es una enciclopedia de siete
tomos que expone sus estudios sobre la 6ptica: Opticae Thesaurus Alhazeni que, tra-
ducido, puede leerse como E/ libro de Alhazen sobre la dptica. En este libro, ademds
de contribuir notablemente al estudio de la 6ptica y la luz, también se evidencia
el método cientifico empleado.
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Notacion cientifica

Es importante conocer la notacién cientifica porque esto nos ayuda a mane-
jar los datos, que, en el mundo de la fisica y el cdlculo, pueden ser muy grandes
0 muy pequefios.

Cuando se trabaja con unidades de medida, cominmente es necesario uti-
lizar maltiplos y submultiplos para garantizar un trabajo mds cémodo con los
nimeros y un procesamiento mas sencillo que puede, muchas veces, evitar erro-
res. Sin embargo, en ocasiones no es posible encontrar el multiplo adecuado o las
transformaciones de unidades nos conducen a nimeros erréneos. Para evitar estos
procesamientos es necesario emplear la notacién cientifica, empleando las poten-
cias de base diez, que logran simplificar el problema.

Veamos el ejemplo 9:

Ejemplo 9:
El ntiimero 1000 es igual a 10 x 10 x 10, lo que significa que es igual a 10°.
El niimero 100 000 es igual a 10 x 10 x 10 x 10 x 10, que es igual a 10°.

De esta manera se puede formular la tabla 5.1:

Tabla 5.1. Notacién cientifica

1 000 000 10x10x10x10x 10 x 10 10°
100 000 10x10x10x10x 10 10°
10 000 10x10x 10x 10 104

1000 10x10x 10 10°
100 10x 10 102
10 10 10!

1 1 100
0,1 1/10 10"
0,01 1/100 102
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Se observa, en la Tabla 5.1, cémo el exponente de base diez coincide con la can-
tidad de ceros que tenga la cifra, y que son negativos los exponentes cuyas cifras
sean nimeros muy pequeflos con decimales.

Al escribir un nimero de esta manera, solo podremos colocar cifras con un
Gnico nimero delante de la coma decimal, lo que significa que este nimero solo
podra estar entre 1 y 9.

Ejemplo 10:

5,1416 x 10*
De esta manera apodemos identificar un nimero en notacién cientifica.

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11:

51,416 x 10°
0,51416 x 10
5,1416

Del ejemplo anterior, se observa que el primer ntimero no es notacién cientifica,
puesto que la cifra que antecede a la coma es mayor que 9, y se sabe que la nota-
cién cientifica debe tener un niimero entre 1 y 9. Del segundo niimero se observa
que la cifra que antecede la coma es 0 y ya sabemos que no puede ser asi. Del al-
timo ndmero podemos notar que no posee la potencia en base diez. Por tanto,
ninguno de estos ejemplos estd en notacién cientifica.

¢ Como escribir nUimeros en notacion cientifica?

Solo tenemos que contar los ceros y tener claras las reglas necesarias para que el
namero esté en notacién cientifica.
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Ejemplo 12:
Escribir el ndmero 8°567°000 en notacién cientifica.

En primer lugar, observamos que se trata de un nimero grande. Por tanto,
ya podemos suponer que la potencia serd un nlimero positivo. Sabemos que el na-
mero delante de la coma debe estar entre 1 y 9. Por tanto, debemos colocar la coma
después del 8; de esta manera cumplimos con la primera regla. Luego contamos
todos los nimeros que estdn después de la coma. Como observamos, son seis name-
ros, por tanto, la potencia serd 6. Por dltimo, agregamos la potencia de base diez.

Respuesta:
8°567°000 = 8,567 x 10°

Es decir, se coloca la coma tras la primera cifra y la potencia de base diez con el
exponente igual al nimero de digitos en el segmento decimal.

Veamos otro ejemplo:

Ejemplo 13:
Escribir el nimero 4586 en notacién cientifica.

Observamos que el nimero es mayor que cero, por tanto, la potencia serd
positiva.

Paso 1: colocamos la coma después de la primera cifra.

4,586

Paso 2: colocamos la potencia de base diez.

4,586 x 10

Paso 3: contamos el naimero de digitos después de la coma. Este serd el exponente.

4,586: hay tres nimeros después de la coma.

Finalmente tenemos la conversion:

4586 = 4,586 x 103
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Ahora bien, cuando los niimeros son menores que uno, es decir, que tienen ceros
delante y detrds de la coma, el procedimiento es similar pero siempre teniendo
en cuenta que el exponente serd negativo.

Ejemplo 14:
Escribir el nimero 0,00000369 en notacién cientifica.

Paso 1: colocamos la coma detrds del primer digito distinto de cero, en este
caso, el niimero 3, y eliminamos todos los ceros que se encuentran delante.

3,69

Paso 2: contamos todos los nimeros que estaban detrds de la coma original
y delante de la coma nueva.

0,00000369: hay 6 ntimeros, el exponente serd seis.

Paso 3: colocamos la potencia en base diez y el exponente negativo.

3,69x10°

Es decir, para nameros menores que cero, corremos la coma hasta el primer
digito distinto de cero y contamos los espacios que vamos recorriendo para de-
terminar la potencia negativa.

Veamos otro ejemplo:

Ejemplo 15:
Escribir en notacién cientifica el nimero 0,0000000000483.

Paso 1: colocamos la coma detrds del primer digito distinto de cero, es decir,
corremos la coma 11 espacios hacia la derecha.

4,83

Paso 2: contamos los espacios recorridos. Como observamos, son 11. Este serd
el exponente negativo.

0,0000000000483
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Paso 3: colocamos la potencia en base diez con el exponente negativo.

4,83 x 107"

Como hemos observado, al multiplicar un nimero por 10 se desplaza la coma
un espacio hacia la derecha. Al multiplicar por 100, se desplaza la coma dos es-
pacios a la derecha. Pero, cuando dividimos, ocurre lo contrario. Si dividimos
entre 10, se desplaza la coma un espacio hacia la izquierda; si dividimos entre
100, se desplaza la coma dos espacios hacia la izquierda. Nada de esto es necesa-
rio cuando empleamos la notacién cientifica, ya que todo el proceso se sustituye
con la potencia de base diez.

Es importante tener claro que rodar la coma hacia la derecha implica que el
exponente disminuye, y que rodarlo hacia la izquierda implica que el exponen-
te aumenta. Recordemos que en los nimeros negativos el —3 es mayor que el —4,
por tanto, el cambio debe cumplir la regla de los nimeros negativos.

Ejemplo 16:

Rodar la coma hacia la derecha:
325,687 x 10°
3256,87 x 10°
32568,7 x 10!

Rodar la coma hacia la izquierda:
325,687 x 103
32,5687 x 10*
3,25687 x 10°

Rodar la coma en nimeros menores que cero:
0,258 x 10!
2,589 x 10~
25,89 x 107
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Operaciones con notacion cientifica

Los ndmeros que se encuentran en notacién cientifica también pueden ser ope-
rados matemdticamente, con las mismas reglas que los demds. Por tanto, también
cumplen las normas de adicién, sustraccion, multiplicacién y division.
Adicion y sustraccion

Para poder sumar nimeros en notacién cientifica, es necesario que ambos na-
meros tengan la misma potencia en base diez, y se suman los nimeros de la forma

habitual.

Ejemplo 17:
Sumar los nimeros 2,45 x 10’ y 9,38 x 10’.

Procedimiento:
2,45x 10" + 9,38x 107
(2,45 + 9,38) x 10’ Se sacar factor comtn
11,83 x 10’ Se suma normalmente
Resultado:

2,45x107 + 9,38 x 107 = 11,83 x 10’

Si los ndmeros que queremos sumar no tienen el mismo exponente, enton-
ces serda necesario correr la coma del nimero que tenga el menor exponente para
que se ajuste al exponente del otro y asi poder sumar.

Ejemplo 18:
Sumar los nimeros 3,678 x 10’ y 5,489 x 10°.

Corremos la coma del nimero de menor exponente:

3,678 x10° = 0,3678 x 10°
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Ahora podemos sumar:

0,3678 x 10° + 5,489 x 10°

Sacamos factor comin y resolvemos:

(0,3678 + 5,489) x 10° = 5,8568 x 10°

Con la resta procedemos de la misma manera: evaluamos que los exponentes
de base diez sean iguales y, si no son iguales, los ajustamos.

Ejemplo 19:

Restar los siguientes niimeros 8,65 x 10* y 3,32 x 10%,

8,65 x10% - 3,32x 10*

Sacamos factor comin y resolvemos:

(8,65 -3,32)x 10" = 5,33x 10*

Ejemplo 20:

Restar los siguientes ndmeros 9,45 x 10" y 5,26 x 10°.

Ajustamos los exponentes rodando la coma del exponente menor:

5,26 x 10° = 0,0526 x 107

Ahora aplicamos el procedimiento de resta normalmente:

9,45 x 107 - 0,0526 x 10’

Sacamos factor comun y resolvemos:

(9,45 - 0,0526)x 10" = 9,3974 x 10’
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Multiplicacion y division

Para realizar operaciones de multiplicacién y divisién, deben cumplirse y res-
petarse las reglas de las potencias. Esto significa que el exponente de base diez
puede o no ser el mismo para ambos ntimeros a operar. El resultado se verd afec-
tado por el procedimiento de calculo que lo respalda.

Ejemplo 21:

Multiplicar los siguientes ntimeros 3,25 x 10° y 5,19 x 10™.
Para resolver, empleamos el procedimiento de multiplicacién y de potencias.
(3,25 x 109 x (5,19 x 10%) = 16,8675 x 10?

Es decir:
3,25x5,19 = 16,8675
106x 10% = 10°% = 102

Resultado:
16,8675 x 10?

Recordemos que, al multiplicar potencias de igual base, se suman algebraica-
mente los exponentes.

De la misma manera, para realizar la divisién de dos nimeros en notacién cien-
tifica, deben considerarse las reglas de la divisién y de las potencias.
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Ejemplo 22:

Dividir los siguientes nimeros: 7,22 x 10® y 3,18 x 10?

7.22 x 108
LN 597 %107
318100 22 x10
Es decir:
122 _ 2,27
3,18 7
108
— 1083 =5
10 10
Resultado:
2,27 x 107

Recordemos que, al dividir potencias de igual base, se restan algebraicamen-

te los exponentes.

De la misma manera, es importante recordar que las reglas de la potenciacién

prevalecen en los cdlculos de la notacién cientifica.
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Ejercicios propuestos

Nombre:

Escribe en notacién cientifica los siguientes nimeros.

205,89

0,000059874

0,000000000000022558964

5897,4613

8 698 523 641

265 874 961
0,000000000000000000000000002589746215345

58 961 452 871 203 658

Realiza las siguientes operaciones en notacion cientifica.

=

SIS

(3,4567 x 10°) + (7,5678 x 107)
(1,470 x 10%) + (0,2346 x 107)
(4,678 x 10°) — (9,3408 x 10°)
(8,698 x 10™%) — (5,8431 x 10")
(3,8755 x 10'%) x (0,45987 x 107)
(0,9655 x 10') x (0,75897 x 10
(3,4567 x 10°) / (7,5678 x 107)
(4,678 x 10) / (9,3408 x 10°)

Dados los niimeros.

A=7,025896 x 10 B = 0,548963210 x 102, C = 0,57 x 107'°

Realizar las siguientes operaciones:

a.

b.

A-B
C-A

Calificacion:
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5

6
7.
8
9

c. A+C-B

d B-A

e. C+B-A

f. Cx@B+A)
g. A/B+A)
h. B-AB + C)

Cuenta los segundos que han pasado desde que terminé el afio y escribe-
lo en notacién cientifica. Asimismo, cuenta los segundos que faltan para
que termine el afio.

Escribe en notacién cientifica los metros que habrd en un metro cibico.
Escribe en notacion cientifica los litros que habrd en un centimetro cibico.
Escribe en notacién cientifica la distancia de la Luna a la Tierra.

Cuenta los segundos que hay en un dia y escribelos en notacién cientifica.

¢Por qué crees que es importante la notacién cientifica en la fisica?

10. ;Por qué crees que es importante la notacion cientifica en la vida cotidiana?
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Lo gque revisaremos en este capitulo:

» Conoceremos los tipos de errores » Realizaremos ejercicios
en las mediciones




El valor patrén es aquel que se utiliza como
referencia para una medicién. Es un valor estable-
cido por alguna organizacién cientifica reconocida.
El valor patrén es aceptado mundialmente, es consi-

derado como la unidad.

Ejemplos: el metro, el amperio, el segundo.

Capitulo 6

Frrores en la medicion

El proceso de medicién es un pro-
cedimiento fisico que estd sujeto
a un experimento con algunos as-
pectos especificos interrelacionados.
Cada medicién contiene una magni-
tud, una unidad de medida y un error.
Todas las mediciones fisicas deben
tener estos tres elementos para ga-
rantizar una correcta medida.

Medir + Unidades = Error

La medida es el namero que resulta
de una medicién. Cuando la realizamos,
lo que hacemos es comparar; siempre

comparamos con un valor patrén (imagen

6.1).

Cuando se realiza una medicion, siempre
se obtendrdn errores en el proceso y el proce-
dimiento. No es posible evitarlos; sin embargo,
se puede reducirlos al maximo.

Imagen 6.1. El patrén de medida
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En ningtn caso serd posible repetir el procedimiento tal que todos los resultados
de una medida sean exactamente iguales. Al medir una misma cantidad repetidas
veces, se obtendrdn distintos valores diferentes entre si en pequefias proporciones.
Estas tienen la misma posibilidad de ocurrir por exceso o por defecto de la medida.

Debe tenerse en cuenta que el error no es una falla, no es algo indeseado; es mds
bien una incerteza o indeterminacion experimental, que conduce al conocimiento
del sistema de medida. De esta manera es posible mejorar las condiciones del sis-

tema y reducir los errores lo mds posible.

En un proceso de medida no se busca el valor verdadero de una magnitud.
Es importante saber que este no existe y no podemos concretarlo.

Para comprender la indeterminacion del valor verdadero es necesario conocer

los siguientes términos:

Exactitud: es la cualidad que tiene un instrumento de acertar el valor que se

quiere medir.

Precision: es la cualidad que tiene un instrumento de acertar siempre en el
mismo valor, aun cuando este no sea el valor que se quiere medir.

A continuacién, una explicacién gréfica acerca de estos dos términos en las ima-
genes 6.2y 6.3.

Imagen 6.2. Diferencias entre exactitud y precisién

Coincidir en el valor

que se quiere medir es

EXACTITUD

Coincidir siempre en el

mismo valor, aun cuando

no sea el valor que se quie-

re medir, es precisién
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Imagen 6.3. Exactitud y precisién simultdneas

Lo ideal es que la
medicién tenga exactitud

y precisién

Tipos de errores en la medicion

Error aleatorio

Es un error que se produce por eventos inevitables y es imposible de controlar
durante el proceso de medicion.

Ejemplo 23:
a. Medir una magnitud en medio de una tormenta.

b. Tomar una sola muestra de una poblacién para medir inferencias.

Error sistematico

Proviene del sistema de medicion, bien sea por falta de calibracién de los ins-
trumentos o por utilizar un instrumento inapropiado para ese tipo de medida.
También se incluye en esta definicién la mala prictica que pueda tener el operador.

Ejemplo 24:

a. Las balanzas del mercado suelen estar descalibradas y arrojar valores

1NCOLrectos.

b. Utilizar una regla de 30 cm para medir la longitud de la calle.
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Error absoluto

Es la relacion entre el valor leido y el valor tedrico. Este cdlculo se realiza entre
barras de valor absoluto; por tanto, su resultado es siempre positivo. Es impor-
tante resaltar que su calculo se hace en todo el conjunto de medidas. Las unidades
del error absoluto son las mismas que las de la variable que se estd evaluando.

Ea = ‘Valor medido - valor teérico\ 6.1)

Error relativo

El error relativo es la relacién entre el error absoluto y el valor teérico. Este
se expresa en porcentaje y se mide en todo el conjunto de valores.

E
E = i x100% ©.2)
r valor tedrico

Resolucion

Es el minimo valor que puede medir un instrumento. Como ya sabemos, existen
instrumentos analégicos e instrumentos digitales. En los instrumentos analégicos
la resolucién viene dada por la apreciaciéon que pueda tener el operador; por ejem-
plo, en un termémetro de 0°C a 100°C, que tiene una escala de 1°C para cada
divisién, la aguja se fija entre los valores 45°C y 46°C, y el observador asegura
que puede medir 0,5°C entre estas dos medidas. En este caso podra considerarse
una resolucién de (0,5/100) =0,05°%.

En los instrumentos digitales, la resolucién viene dada por el cambio que se oca-
siona entre el digito menos significativo cuando pasa de un valor a otro. Por ejemplo,
un termémetro digital cuya escala va de 0°C hasta 100°C, que marca 35,41°C
y luego marca 35,42°C. La resolucién serd (35,42 - 35,41) / 100 = 0,0001°%,
lo cual no significa que esta sea la exactitud.

Ejemplo 25:

Calcular los errores en el siguiente conjunto de medidas segin la tabla 6.1.
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Tabla 6.1. Datos de valores para cdlculo de error

Valor teérico

Valor medido

20,0 25,0 30,0
21,0 25,3 30,3
20,2 24,2 31,5
204 26,1 29,7
21,0+20,2+20,4
=20,5°C
3
25,3+24,2+26,1
=252°C
3
30,3+31,5+29,7
5 = 30,5°C
35,1435,0+36,6
5 = 35,6°C
40,5+41,1+40,0
= 40,5°C
3
44,7+45,0+45,1
5 = 44,9°C
50,2+51,3+51,2
= 50,9°C

3

35,0 40,0 450 50,0
35,1 40,5 44,7 50,2
35,0 41,1 45,0 51,3
36,6 40,0 45,1 51,2

Observamos en el conjunto de
datos que, para cada valor tedri-
co, se han tomado tres medidas
que corresponden al valor me-
dido. Por tanto, debemos hacer
un promedio de cada conjunto
de datos para poder hacer los cal-
culos respectivos.

Obsérvese que el nimero de decimales en el cdlculo anterior debe coincidir

con el nimero de decimales que maneja la tabla de datos.

Para calcular el error absoluto y relativo:
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Eal
Ea2
Ea3
Ea4
EaS
Eaé
Ea7

= |20,0 -
= [25,0 -
= [30,0 -
= (35,0 -
- |40,5 -
- |44,9 -
= [50,9 -

20,5/°C = 0,5°C
25,2|°C = 0,5°C
30,5/°C = 0,5°C
35,6/°C = 0,6°C
40,0[°C = 0,5°C
45,0[°C = 0,9°C
50,0[°C = 0,9°C

Como podemos ver, tenemos siete mediciones en la tabla anterior y, por tanto,

tenemos siete errores absolutos.

De la misma manera se procede para el calculo del error relativo:

rl

12

13

r4

5

6

17

0,5°C

20,0°C
0,5°C

25,0°C
0,5°C

30,0°C

0,6°C

35,0°C

0,5°C

40,0°C

0,9°C

45,0°C

0,9°C

50,0°C
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x100% = 2,5%

x100% = 2,0%

x100% = 1,6%

x100% = 1,7%

x100% = 1,30/0

x100% = 2,0%

x100% = 1,80/0



Fundamentos de mecanica para ingenieria v
Ejercicios Propuestos

Ejercicios propuestos de calculo de errores

1. En un experimento de caida libre, se midi6 la gravedad a través de cdlculos
matemdticos, y se obtuvieron los siguientes datos: g = 9,85 m/s’,
g, = 9,72 m/s’, g, =983 m/s*, g, = 9,79m/s’, g = 9,87 m/s?, g, = 9,78 m/s?,
g, = 9,82m/s%, g, = 9,84m/s’, g, = 9,77m/s?, g = 9,79m/s*. Determine
los errores absoluto y relativo presentes en el experimento.

2. En un experimento de fisica, se obtuvieron los siguientes resultados (tabla

6.2):

Tabla 6.2. Datos del ejercicio de célculo de errores

Valor teérico (m) Valores experimentales (m)
120,0 122,5; 123,2;124,1;120,6;121,2
135,0 134,8;132,7;135,9;136,1;136,9
150,0 151,2;156,2;151,4;150,8;150,5
165,0 165,8;164,2;164,3;166,8;167,0
180,0 181,0;182,5;181,6;183,2;180,6

Calcula los errores absoluto y relativo.

3. Obtén los errores absoluto y relativo en los siguientes casos.
a. 3,5 m como longitud de un terreno que mide realmente 3,59 m.
b. 60 m como la distancia entre dos postes que estdn situados a 59,91 m.

3. En la medida de 100 m se ha cometido un error de 1 mm, y en 250 km,
uno de 300 m. ;Qué error relativo es mayor?

4. Como medida de un radio de 15 dm hemos obtenido 150,7 cm. Calcula
el error absoluto y el relativo.

5. Para una longitud de 525 km se obtuvo una medida de 524 800 m.
Determina el error absoluto y relativo.

Nombre: Calificacion:






Capitulo 7

Craficas y funciones

Historia

René Descartes (1596-1650)
es considerado como el padre de la
geometria analitica y de la filosofia
moderna, ya que aporté importan-
tes teorias a la revolucién cientifica.
En el afio 1637, formuld el concepto
de «funcién» para describir la rela-
cién x" de la variable x.

En el afio 1673, surge el manus-
crito De functionibus plagulae quattuor,
escrito por G. W. Leibniz, quien em-

plea el término funcién en un sentido
matematico y lo introduce en el cdlculo
infinitesimal.

En el afo 1837, el matemaitico ale-
man Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) introdujo el concepto moder-
no de funcién; en sus escritos especifica que una
funcién es una relacién cualquiera que existe entre
los elementos de dos conjuntos, donde los elementos
de uno se asocian con los del otro.

Al principio, el concepto de funcién se vefa como la expre-

sién que relaciona las variables de algtin fenémeno fisico demostrable.
Sin embargo, mds adelante se pudo observar que podian relacionarse variables
mds complejas no asociadas a algin fenémeno fisico o que se presentaban funcio-
nes continuas sin derivadas en ningin punto.
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Sistemas de coordenadas espaciales

En el estudio de los fenémenos fisicos se requiere para el andlisis de los datos
obtenidos, en muchos casos, que estos puedan ser representados graficamente sobre
un sistema que podamos manejar e interpretar de forma adecuada.

Cuando estamos estudiando el comportamiento de una caracteristica fisica
en particular, llamémosla variable, podemos representar su desenvolvimiento sobre

una recta real, como se observa en la figura 7.1.

Figura 7.1. La recta real

[
-

S N

| [

[
L
3-2-101 2 1

Cuando se estudia el comportamiento de dos variables, una de las cuales es de-
pendiente de la otra, podemos hacer uso del plano cartesiano del capitulo anterior.

Cuando se estudian variables en tres dimensiones usamos el sistema de referen-
cia espacial, cominmente llamado "el espacio", que posee tres ejes denominados
X, Yy z, como podemos ver en la figura 7.2.

Ejemplo 26:
Representar en el espacio el punto A (—4; —4,5) (figura 7.2).

Figura 7.2. Espacio tridimensional
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Construccion de una grafica

En general, para nuestro estudio de fisica, usaremos el plano cartesiano. En él
aparecerdn representadas dos variables: una que toma valores aleatorios y que de-
nominamos variable independiente, y otra que asume un valor segiin la variable
independiente; por ello se la suele llamar variable dependiente. La variable inde-
pendiente se coloca por lo general en el eje de las abscisas o eje x, y la variable
dependiente en el eje de las ordenadas o eje y. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 27:

Un movil, cada cierto tiempo, cambia el valor de su velocidad como se mues-
tra en la tabla 7.1.

Tabla 7.1. Valores velocidad-tiempo para el ejemplo

Tiempo (s) 2 4 6 8
Velocidad (m/s) 4 8 12 16

Para construir la grafica vamos marcando punto a punto. El tiempo se ubica
siempre en el eje x y la otra variable, que en este caso es la velocidad, se ubica
en el eje y (igura 7.3).

Figura 7.3. Grifica velocidad-tiempo

velocidad (m/s)
20
15
10
5
0 T T T T 1
(0] 2 4 6 8 10

tiempo (s)
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Como podemos observar, a medida que aumenta el tiempo, va aumentando
la velocidad del movil. A esto se lo denomina una correspondencia o proporcio-

nalidad directa.

Proporcionalidad directa

Decimos que las magnitudes de dos variables son directamente proporciona-
les cuando la razén o cociente entre ellas es igual a una constante, denominada
constante de proporcionalidad. Si dos magnitudes A y B son directamente propor-
cionales, se cumple que (B/A) = C, donde C es la constante de proporcionalidad.
De la expresién anterior podemos despejar B y queda que B = C - A. Si lo lleva-
mos al plano cartesiano, tendremos quey = m - x,donde B =y, A = xy C = m.

También se puede notar que la expresién y = m - x describe a una recta que pasa
por el origen del plano y cuyo recorrido es ascendente siempre y cuando m sea
positiva. En la la figura 7.4 se se puede observar una relacién de proporcionali-
dad directa.

Figura 7.4. Proporcionalidad directa

«
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S 360
@ 240
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123456
Tiempo (h)

Proporcionalidad inversa

Decimos que las magnitudes de dos variables poseen una proporcionalidad in-
versa cuando su producto da como resultado una constante. Esto se puede expresar
comoy - x = k, donde k es la constante de proporcionalidad inversa.
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De la expresion anterior, podemos despejar y y resulta que:

y = (k/x)

(7.1)

En la figura 7.5, se puede observar una relacién de proporcionalidad inversa.

Dias trabajados

13
12

11

10

Figura 7.5. Proporcionalidad inversa
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Otro tipo de proporcionalidad

Relacion grafica de linea recta

Es similar a la proporcionalidad directa en el sentido que la relacién es equi-
valente a una linea recta; sin embargo, a pesar de que si una variable aumenta
la otra también lo hace, no existe relacién de proporcionalidad entre las variables.

La expresion matemadtica de esta relacion serfa equivalente a:

y=mx+ b (7.2)
donde b es una constante.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 28:

Evalta en la tabla de datos la proporcionalidad (tabla 7.2).

Tabla 7.2. Datos del ejemplo de proporcionalidad

Tiempo (s) 0 2 4 6

Velocidad (m/s) 4 8 12 16

En la tabla anterior, se puede observar que, a medida que los valores del tiem-
po van en aumento, los valores de la velocidad también crecen. La relacion entre
los datos del tiempo es de 2, mientras que la relacién entre los datos de velocidad
es de 4. Eso nos demuestra que se trata de una linea recta. Si graficamos, obtene-
mos la representacion lineal de la figura 7.6.
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Figura 7.6. Grifica velocidad-tiempo del ejemplo

velocidad (m/s)

20
15
10
5
0 T T T T 1
0 2 4 6 8 10
tiempo (s)

Proporcionalidad cuadratica

Algunas variables se relacionan de tal manera que, cuando una variable au-

menta, la otra aumenta el cuadrado del valor. Esto se denomina proporcionalidad
cuadrdtica.

Ejemplo 29:
Evalia los datos de la tabla 7.3 y di qué tipo de proporcionalidad se presenta.

Al observar la tabla citada podemos notar que los datos del tiempo (s) van de
forma creciente de uno a uno, mientras que los datos de la velocidad (m/s) van de
forma creciente también, pero guardando una relacién cuadrética con el tiempo
(véase capitulo 5: Cinematica).

En este ejemplo se ha utilizado la ecuacién x = % at” y se ha considerado
a = 2 m/s2. Ver figura 7. 7.

Tabla 7.3. Proporcionalidad cuadritica

Tiempo (s) 1 2 3 4 S
Distancia (m) 1 4 9 16 25
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Figura 7.7. Grifica de proporcionalidad cuadritica

25
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Obsérvese en la figura que la curva va de abajo hacia arriba, describiendo

una linea que no es recta.
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Ejercicios propuestos de analisis de graficas

1. Observa la figura 7.8 e indica mediante un andlisis qué suceso ocurre.

Figura 7.8. Griéfica velocidad-tiempo

v(km/h)
A

100

50

> t (h)

a. El tiempo se detuvo en uno.
b. El tiempo siguié corriendo, pero sin registrar valores de aceleracion.
c. Lavelocidad del cuerpo continta en 100 km/h.

d. El mévil al llegar al primer segundo pierde toda su velocidad.
2. Observa la figura 7.9 e indica qué estd sucediendo.

Figura 7.9. Relacién aceleracién-tiempo

a

A

a. La aceleracion se mantiene constante.

b. El objeto mantienes una velocidad constante.

Nombre: Calificacion:
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c. El objeto reduce su velocidad de forma constante.

d. El tiempo es infinito.

3. Cuando se quiere estudiar en una grafica el comportamiento de una sola mag-
nitud fisica que estd variando, ;qué sistema grafico es el mds recomendable?

a. El plano cartesiano.
b. Una tabla de valores.
c. La recta real.

d. El plano espacial.

4. Si estamos estudiando la relacién existente entre dos variables pertenecien-
tes a magnitudes fisicas, ;qué sistemas de coordenadas es el mas adecuado?

a. El plano espacial.
b. La recta real.
c. El plano cartesiano.

d. Una tabla de valores.

Ejercicios de proporcionalidad

1. ¢Cudndo se cumple una relacién de proporcionalidad directa entre dos variables
P independiente y T dependiente?

a. Cuando P = k - T, donde k es una constante.
b. Cuando T = k - P, donde k es una constante.
c. Cuando (T/P) = k, donde k es una constante.

d. Cuando (P/T) = k, donde k es una constante.

Nombre: Calificacion:
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2. Cudando se cumple una relaciéon de proporcionalidad inversa entre dos va-
riables M independiente y N pendiente?

a. Cuando M= ¢*N donde c es una constante.
b. Cuando N=c*M donde c es una constante.
c. Cuando N*M=k donde k es la constante de proporcionalidad.

d. Cuando M=k*N donde k es la constante de proporcionalidad.

3. Enla figura 7.10, indique el tipo de relacién existente.
a. Proporcionalidad inversa con constante k=12.
b. Proporcionalidad inversa con constante k= 9.
c. Proporcionalidad inversa con constante k= 24.

d. Proporcionalidad inversa con constante k= 6.

Figura 7.10. Griéfica de proporcionalidad
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4. En una relacién lineal o de linea recta donde la misma no pasa por el ori-

gen (y = mx +b), sse cumple la proporcionalidad directa?

a. No, porque x - y varia.

b. No, porque (y/x) varfa.

c. No, porque (x+y)/m varia.

d. No, porque m varia.

5. Observa la figura 7.11 e indica el valor de la constante de proporcionali-

dad directa.

a. k=1
b. k=10
c. k=5
d. k=3

Figura 7.11. Gréfica de proporcionalidad directa
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Nociones basicas de funciones

Una funcién se define como la correspondencia de los elementos de un conjun-
to con los elementos de otro conjunto.

Figura 7.12. Representacién grifica de una funcién

B

En la figura 7.12 se observa que los elementos del conjunto A se relacionan
de forman directa con los elementos del conjunto B.

En matemadtica, los elementos de una funcién son los siguientes:
Dominio: dado por el conjunto A, también llamado conjunto de partida.

Codominio: determinado por el conjunto B, también llamado conjunto

de llegada.

Rango: estd determinado por todos los elementos del codominio que tienen

correspondencia con un elemento del dominio. También se lo conoce como ima-
gen de la funcién.

Existen algunas reglas importantes, indispensables para el cdlculo de funciones:
a. A todo elemento del dominio se le puede asociar un elemento del codominio.
b. Ningtn elemento del dominio puede quedarse sin asociacién en el codominio.

c. Ningin elemento del dominio puede tener mds de un elemento asociado
en el codominio.
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Expresiones de una funcion

Una funcién se expresa en simbolos de la siguiente manera:

f: A—B (7.3)

El dominio se denota por D, y viene dado por el conjunto de valores que puede
tomar la variable independiente, es decir, son todos aquellos valores para los cua-
les la funcién tiene sentido.

A los elementos del rango se les llama imdgenes, y se los denota como R..

Leonard Euler (1707-1783) introdujo en 1734 el simbolo f(x) para referirse
a la imagen de x dada por una funcién f.

La notacién y = f(x) sefiala que y es una funcién de x, es decir, que y es la va-
riable dependiente y por tanto x es la variable independiente.

Ejemplo 30:

Sea el siguiente conjunto de datos, determina el dominio, el rango y la expre-
sién de la funcién tabla 7.4.

Tabla 7.4. Relacién de nombres y estaturas

Nombre Laura Ricardo Soffa Angel Adridn Mary

Altura (m) 1,65 1,34 1,68 1,77 1,87 1,70

En la tabla 7.4, se observa la relacion entre los nombres de las personas y su al-
tura, por tanto, puede deducirse lo siguiente:

Dominio: {Laura, Ricardo, Soffa, Angel, Adridn, Mary}
Rango: {1,65 m; 1,34 m; 1,68 m; 1,77 m; 1,87 m; 1,70 m}
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La expresion de la funcién serd entonces:
[ (Laura) = 1,65 m
[ (Ricardo) = 1,34 m
[ (Sofia) = 1,68 m
f(Angel) = 1,77 m
[ (Adridn) = 1,87 m
fMary) = 1,70 m

Sin embargo, una funcion se puede expresar de varias formas: a través de una grafi-
ca, una ecuacion, una expresion verbal o un conjunto de valores relacionados entre sf.

Para encontrar el dominio y el rango de una funcién se deben evaluar las ca-
racteristicas que ella posee. Para determinar el dominio, se recomienda despejar
la variable dependiente; mientras que, para el rango, se recomienda despejar la va-
riable independiente. Una vez que se tengan los despejes necesarios, se evalia
el comportamiento de cada uno. Bdsicamente consiste en determinar para cuales
valores de una variable existe la otra variable.

Ejemplo 31:

Determinar el dominio y el rango de la siguiente funcién:
Yy =fAx)=5x—2

Solucion:

Para determinar el dominio, evaluamos la variable dependiente y. Se observa
que la funcién existe para todos los nimeros reales: D ), = (—oo0,+00) = R.

Para determinar el rango, evaluamos la variable independiente x.

y+2 Observamos que los valores de x existen para todos
x == >
5 los reales, por tanto el rango de la funcién es R, = R.

Para determinar el dominio despejamos y

y=5x—2 Observamos que los valores de y existen para todos los reales.
También:
D, = (~o0,+<0)
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Capitulo 8

Repaso de
algebra vectorial

Tal como las letras permiten el co-
nocimiento de cada palabra, y como
los ntiimeros permiten comprender
cantidades, los vectores permiten
comprender ciertos fenémenos natu-
rales facilitando su entendimiento y su

andlisis. Por ejemplo, una fuerza como

el peso de una masa de 10 kg, debido

a la aceleracion de la gravedad, genera
una fuerza de aproximadamente 98 new-

tons, cuyo valor puede evaluarse en una
balanza simple. Sin embargo, el peso tiene

una direccion vertical a la horizontal y su efecto
apunta al centro de la Tierra. Claramente la fuerza
no se puede comprender solamente con una cantidad
numérica, sino que ademds debemos saber su direccién
(la linea en la que actia) y hacia dénde o qué sentido posee.

El concepto de vectores posee un amplio rango de aplicacion.
En esta obra se considerard el vector como herramienta para explicar
los fenémenos fisicos correspondientes al estudio de la mecdnica; sus fundamen-

tos se tomardn en cuenta en capitulos posteriores.

El vector

En el estudio de la mecdnica, existen algunas magnitudes vectoriales de frecuente
empleo, como fuerza, desplazamiento, velocidad, aceleracién, momento, entre otras.
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Existen otras cantidades como la masa, drea, volumen, energia, etc.; estas altimas
representadas por una sola cantidad numérica y conocidas como magnitudes escalares.

Figura 8.1. Componentes de un vector

~
Vector| T[Jweucmn
| Sentido -

Los vectores se caracterizan por poseer magnitud, direcciéon y sentido (figu-
ra 8.1). La magnitud nos da la idea de la dimension del vector; asi, en este texto,
una linea pequefia representard una fuerza pequefia y una linea grande, lo corres-
pondiente. La direccion es la linea imaginaria a la cual se alinea el vector. El sentido
es caracterizado por una flecha que indica en qué sentido (sobre la direccién) se re-
presentard al vector (por ejemplo, arriba o abajo, derecha o izquierda).

Clasificacion de los vectores

Los vectores pueden clasificarse considerando su punto de aplicacién, su linea
de accién y sentido. Se proponen cinco categorias: vectores fijos o ligados, libres,
deslizantes, iguales y vector negativo (figura 8.2).

Vectores fijos o ligados.- Ejercen su accién en un punto especifico de un ob-
jeto o particula en andlisis. Por ejemplo, el peso acta con referencia al centro
de gravedad de un objeto.

Vectores libres.- Se pueden representar como vectores que se mueven li-
bres en el espacio. Por ejemplo, los pares o momentos. Estos a su vez dependen
del punto de aplicacién de la fuerza en el sistema.

Vectores deslizantes.- Pueden moverse, resbalar o deslizarse sobre una linea
de accién, como por ejemplo en una cuerda tensionada: el vector puede representar-
te en todo el largo de la longitud de la cuerda, alinedndola con la fuerza de traccién.
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Figura 8.2. Clasificacién de los vectores segtin su punto de aplicacién

med50g  my=5dSg
Veclor fije o Fgado w Veciores iguales

N [

-y

Vaclor kbre Veclones negatvo

Veclor daslzanie I/ F
E. J'dr_l-'r

Vectores iguales.- Son vectores de la misma magnitud, direccién y senti-
do aun si tuvieran diferentes puntos de aplicacién. Pueden representarse con la
misma nomenclatura.

Vector negativo.- Posee la misma magnitud y direccién de un vector P, pero
tiene sentido contrario, lo que determina el vector —P. De esta manera: P + (-P) = 0.

Adicionalmente se plantea otra clasificacién para los vectores, relativa a su po-
sicién respecto de otros vectores: colineales, concurrentes, coplanares, paralelos
y perpendiculares.

Figura 8.3. Clasificacién de los vectores relativa a su posicién

Vactores Colineales /’ Veclores Paralelos /

Veclomes Perpandiculares [

1
|
1
I
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Vectores Concurrentes :
I
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]
i
)

‘Vectores Coplanares

Vectores colineales.- Poseen como direcciéon la misma recta, aunque puede
variar su magnitud y direccién.

101



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Teorfa y préactica

Vectores concurrentes.- Los vectores intersecan en un punto comun Gnico.
Vectores coplanares.- Sus direcciones se contienen en un mismo plano.
Vectores paralelos.- Sus direcciones son lineas paralelas.

Vectores perpendiculares.- Las direcciones de estos vectores son perpendiculares.

La figura 8.3 ilustra las situaciones antes abordadas.

Operaciones con vectores

A diferencia de los ntiimeros en el dlgebra, los vectores requieren de ciertas
consideraciones en vista de sus tres componentes: magnitud, direccién y sentido.
A continuacién, se abordan los fundamentos para las operaciones mds empleadas

en el estudio y desarrollo de la mecdnica para ingenieros.

Suma o adicion de vectores

Esta operacién vectorial permite la solucién de problemas sencillos relativos
al empleo de fuerzas en sistemas estdticos o en reposo.

Existen un método analitico y algunos métodos grificos para realizar esta
operacion.

Dado que un vector se representa desde un origen de referencia hasta una posicion
final, se puede considerar que el origen O de los vectores P, Q y R y sus extremos
A, By C, respectivamente, definen los vectores tanto para el espacio bidimensional
X y Y asi como para el espacio tridimensional X, Y'y Z, en las direcciones 7, 7 y £.

En la figura 8.4, se observan ejemplos de vectores en el plano y en el espacio.
Se definen los siguientes vectores a partir de las coordenadas respectivas en cada eje:

P"=4i"+5j"
Q—>=8i—>_5j—>
R7=5i"4+10j"+ 11~
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Figura 8.4. Ejemplo de vectores en el plano y en el espacio
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Método analitico

Dado que el vector P posee una componente Px y otra Py, y dado que Q posee
componentes Qx y Qy, entonces la suma de vectores P + Q tendrd una componen-
te en X que corresponde a la suma de las componentes Px + Qx, mientras que su
componente en Y se hallard de la suma de Py + Qy (figura 8.5).

Figura 8.5. Componentes que suman un vector

bl il n
<

A P=Ri+Rj
- > N
2 HFRIRN —
e, - R oonS Q=0,i+Q,;j
I X
I Ad > — . -
or Q J P+Q = (R +Q)i+(P,+Q,)j
- e
B

Las mismas consideraciones se toman en cuenta para vectores en el espacio tri-
dimensional, en el que deberdn sumarse ademads sus coordenadas en el tercer eje, Z.

La resta de dos vectores se realizard mediante la resta de sus componentes res-
pectivas; por tal motivo la suma y resta poseen propiedades similares (tabla 8.1).
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Tabla 8.1. Propiedades de los vectores

1 P’-Q°=Q"-P" Ley conmutativa

2 E(Q"+R°)=((*Q")'R” Ley asociativa

3 P"(Q"+R7)=P"-Q +P"-R” Ley distributiva

4 (m+n)P" =mP” +nP” Ley distributiva escalar

5 P’+0=pP" Existencia del cero

6 P°+(-P")=0 Existencia del inverso aditivo
Ejemplo 32:

Dados los vectores P~ =9i" +4j "y Q~ =2i " —5j " ; determine la suma de los
vectores Q~ + P,

Aplicando el método analitico planteamos que:
Q +P =(Qx+Px)i"+(Qy+Py)Qj~
Q +P 7 =(2+9)i"+(-5+4)j"
Q°+P =11i"4"

Método del paralelogramo

Dados dos vectores P y Q, la suma de estos se obtiene graficamente de acuerdo
con el método del paralelogramo. Se traslada uno de los vectores al origen del otro,
formando un paralelogramo de lados P y Q y otros dos lados con paralelas a cada
uno de los dos vectores anteriores. El vector P+Q partira del origen comtn de los
vectores trazando la diagonal del paralelogramo y apuntando hacia la interseccion
de las lineas paralelas (figura 8.6).

Figura 8.6. Método del paralelogramo

104



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Repaso de lgebra vectorial

La adicién de vectores por este método comparte las mismas propiedades de la
tabla 2, por tanto, al ser conmutativa tanto P + Q como Q + P obtendrdn el mismo
vector resultante.

A continuacién, en la figura 8.7, se requiere la aplicacién grafica del método
del paralelogramo para los dos vectores dados.

Ejemplo 33:

Dados graficamente los vectores P y Q (figura 8.7), y empleando el método
del paralelogramo, trasladamos el vector Q al origen de P. Luego, debemos trazar
lineas paralelas para cerrar el paralelogramo como en la figura. El vector resul-
tante P+Q partird del origen comun hasta le interseccién de las lineas paralelas.

Figura 8.7. Ejemplo del método del paralelogramo

L

O\

Método del triangulo

Este método considera la mitad del paralelogramo explicado en el método an-
terior. Se han considerado los vectores P y Q de la figura 8.8. Como se describe
graficamente, se ubicard el inicio de cualquiera de los dos vectores al final del otro
vector. Se cerrard el tridngulo mediante una linea que parte del origen del primer
vector hasta el final del segundo. Dado que, al igual que en los métodos anteriores,
las propiedades de la adicién no han cambiado, el vector resultante P+Q deberd ha-

llarse independientemente de cual vector se elija primero para aplicar este método.

105

A



N

Fundamentos de mecanica para ingenieria
Teorfa y préactica

Figura 8.8. Método del tridngulo

En el caso de requerir la suma de mads de dos vectores se aplicard la denominada
regla del poligono. Para ello, como se observa en la figura 8.9, se pueden deter-
minar multiples sumas empleando las consideraciones del método del tridngulo.

Figura 8.9. Método del poligono

Considerando la figura 8.9, P+Q se obtiene con el método del tridngulo, mien-
tras que, ubicando el vector Q al final, se genera un poligono que cierra con los
vectores P, Q y R y su respectiva suma P + Q + R.

Es recomendable emplear el método del poligono en vez del método del pa-
ralelogramo cuando existen mds de dos vectores, ya que evita realizar multiples
lineas de referencia.
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Ejemplo 34:

Dados grificamente los vectores P y Q (figura 8.10), y empleando el método
del tridngulo, deberds trasladar el vector P al origen de Q, luego trazar una linea
desde el origen de Q hasta el final de P y hallar el vector resultante Q+P.

Figura 8.10. Ejemplo del método del tridngulo

Producto de un escalar por un vector

Esta operacién comparte similitud con la suma algebraica dado que, si a un vec-
tor P se suma consigo mismo (P +P), se tendrd un vector 2P, lo que se corresponde
con el concepto de multiplicacién de un nimero. Ademds, que si a un nimero
X se lo multiplica por su negativo (—X), se obtiene X(—X), con —X como resultado.
Este comportamiento es muy similar cuando se trata de multiplicar un ndmero
escalar por un vector.

Dado que existen escalares y vectores negativos, se generalizard un factor k cuyo
producto modificard las caracteristicas del vector P, tal que:

» Sik es positivo, el producto kP tendrd la misma direccién y sentido que el
vector P.

» Sikes negativo, el vector kP tendrd direccién y sentido contrario al vector P.
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La figura 8.11 presenta ejemplos de vectores P y Q cuyo producto se realiza para
distintos valores de k positivos y negativos. La direccién de los vectores se con-
serva. El signo de k define el sentido y su valor define la dimensién o magnitud
del vector. Si k es mayor que uno, el vector incrementard su tamaflo, mientras
que si el valor de k es menor que uno, se reducira.

Figura 8.11. Producto escalar por un vector

Ejemplo:

Dado el vector P~ = 6i "+4j ~ y un factor £ = —2, determine el producto kP~
y grafica los vectores respectivos.

Figura 8.12. Ejemplo de producto escalar por un vector

En la figura 8.12, se representé graficamente el vector P con los valores plan-
teados, considerando la cuadricula, cuya separacién corresponde a una unidad.

Producto punto (escalar) de dos vectores

Esta operacién vectorial se aplica en multiples soluciones del dmbito de la fisica
y mecédnica. Asi, por ejemplo, el trabajo se obtiene en algunos casos como el pro-
ducto punto entre los vectores fuerza y desplazamiento, cuyo resultado corresponde
a una magnitud escalar. Por tal motivo, esta operacién también es denominada
producto escalar.
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Dados los vectores P y Q, el producto escalar P-Q se obtiene mediante:
P ™:Q "=|P||Q|*cos6 8.1)

En donde 0 es el dngulo formado por los dos vectores considerando un mismo
origen (figura 8.13).

Figura 8.13. Angulo formado por dos vectores

Dado que la solucién implica médulos que eliminan el signo de las magnitudes
de los vectores, el resultado positivo o negativo depende directamente del dngu-
lo que se forma, tal que:

» Si 0 esiguala90° el productoP”-Q 7 =0
» Si0°< 0 <90° el producto P”+-Q~ > 0

» Si90° < 0 < 80° el producto P™-Q~ < 0
Si son conocidas las componentes de los vectores:

P_)=Pxi_>+Pyj_)+PZk_)
Q7=Qi"+Q,j "+ Q,k”
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El producto punto se obtiene mediante:
P_)-Q_)=PXQX+PyQy+PZQZ (8.2)

A menudo es de interés determinar el dngulo que forman los dos vectores, para
lo cual puede emplearse la siguiente expresion, de la que bastard despejar el valor
del dngulo 6.

PX. QX + PV. Q)+PZ. QZ

P2HP2HP2 Q7+ Q]+ 7

cos B =

8.3)

En la tabla 8.2, se presentan las propiedades del producto punto de vectores.

Tabla 8.2. Propiedades del producto punto de dos vectores

1 P”-Q°=Q"-P” Ley conmutativa
2 k(Q"+R7)=(kQ™)-C~ Ley asociativa
9 P’(Q°+R”)=P7-Q"+P"-R” Ley distributiva

4 P 20=>P-P°>0 El producto de un vector no nulo

por si mismo siempre es positivo
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Ejemplo 35:

Dados los vectores P~ =12i"+3j "+ 0k y Q" =3i"—2j~ + 8k, determine,
el producto punto P~ + Q" y el 4ngulo que estos dos vectores forman.

P”-Q”=12-3+3(=2) +0(8)
P”-Q”=30
123 + 3(-2) + 0(8)
\/122+ FH0732+ (22 + &

= cos’!

0 = 88,71°

Producto vectorial de dos vectores

Dados los vectores Py Q, el producto vectorial se representa como P~ - Q.

Esta operacién arroja como resultado otro vector. Las caracteristicas de este
se obtienen de la siguiente manera:

El médulo del vector serd una cantidad siempre positiva y evaluada con la
expresion:

[P”-Q”| =PQsend (8.4)

» La direccién serd perpendicular al plano formado por los vectores Py Q
(figura 8.14).

» El sentido lo indicard la regla de la mano derecha (regla del sacacorchos).
El sentido de giro de la mano derecha es el giro que realizardn los dedos
para cerrar la mano; el dedo pulgar indicara el sentido que tendrd el vector
obtenido en el producto P 7+ Q.
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Figura 8.14. Regla de la mano derecha

Existird un producto cruz igual a cero cuando 6 = 0°y 6 = 180°.

Las propiedades base para esta operacion entre vectores se detallan en la tabla 8.3.

Tabla 8.3. Propiedades del producto cruz de dos vectores

1 P°xQ°=-Q°xP” Ley anticonmutativa (figura 8.15)
2 k(Q°xR™)=(kQ")-R" Ley conmutativa escalar

3 P7(Q°+R°)=P°xQ +P°xK’ Ley distributiva

4 P°xP°=P Producto por si mismo

Es importante tener presente la propiedad anticonmutativa de esta operaciéon
a fin de no caer en este error comun. La figura 8.15 presenta de forma grifica la im-
plicacién de esta primera ley para los vectores P y Q.
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Figura 8.15. Posibilidades de la regla de la mano derecha

Existe una expresion para determinar el producto cruz en funcién de las compo-
nentes sin tener que trabajar con el dngulo entre los vectores. Sean los siguientes

vectores:

P=Pi"+P j™+ Pk’
Q7=Qi™+ Q)+ QK

El producto cruz se obtiene mediante:

Ejemplo 36:
Dados los vectores P " =2i " +j7-2k"y Q" =i~ -2j” + 2k ”, determina
el producto cruz P~ x Q ” y grafique todos los vectores mencionados.

21
1 -2

2

1-

2 -2
1 2

2

1 -2
202

K

S I S I
PxQ=|2 1 2|=
1 2 2

P°xQ =(2-4)i" - (4+2)j + (-4 -1k
P xQ”=-2i"-6]" -5k

13
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En la figura 8.16, se expresa grificamente:

Figura 8.16. Producto cruz de vectores

-N
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Ejercicios propuestos de vectores

1. Sabiendo el punto A (-2,-3) y el vector AB (8,6), determina las coordenadas
del punto B y graficalos.

2. El vector AB viene determinado por las componentes (—12,10). Sabemos
que el punto extremo es B (=6,4). Determina el punto origen A y grafica.

3. Calcula el valor de k sabiendo que el médulo del vector V(k,3) es 5.

4. Dados los vectores u = 2i —2j + 4k, v = 21 = 9j + ky z = 2i + 2j —k, determina
el vector unitario en la direccién y el sentido del vector s = u + v — z.

5. Suma los vectores A (5, 1), B (-4,0) por los métodos:
a.  Algebrdico
b.  Del paralelogramo
c.  Del poligono

6. Dados los vectores u (1, 3, 3) y v (-1, —1, 3) calcular:
a.  Su producto vectorial.
b.  Eldngulo que forman los vectores

7. Dos vectores cuyos extremos son los puntos A (-3,2,0) y B (5,-3,-1) tienen
como origen comun el punto C (-1,3,1). Calcula el producto escalar de ambos
vectores y el dngulo que forman.

8. Dados los vectores A (3, -2, 0) y B (1, 2, 1), calcula los vectores de
moédulo 3 y perpendiculares a ambos vectores.

9. Dados los vectores O (4, -3, 0) y P (8, 6, 0), calcula:
a. 2A + B
b.  Un vector de modulo 1 en la direccién de O

c.  El producto escalar O * P

Nombre: Calificacion:
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d. Eldngulo que forman Oy P
e.  El producto vectorial de O * P
f.  El médulo del producto vectorial O * P

10. Dados los vectores A = 2i + 2j —k y C = 4i — 2j + 2k, calcula el 4ngulo
que forman los dos vectores.

Nombre: Calificacion:
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Capitulo 9

Resultantes de varias
fuerzas concurrentes

Lo mds comtn en la naturale-
za es hallar cuerpos en interaccién
y, por tanto, ejerciendo fuerzas unos
hacia otros. Estas poseen diversos
origenes que se revisaran en temas
posteriores. En este capitulo se es-
tudia el efecto de multiples fuerzas
sobre una particula, la misma que fa-
cilita su andlisis y es suficientemente
adecuada para muchos casos practicos.

Dado el caso que una particu-
la A reciba multiples fuerzas externas,
se denominardn fuerzas concurrentes

por el hecho de que tienen direccién hacia
la particula A, sea cualquiera su sentido.

En la figura 9.1, las fuerzas se representan
mediante vectores A7, By C”.

La figura sugiere un sistema similar a una esfera
sujetada por tres cuerdas desde las cuales se tira pre-
tendiendo alargar la particula A.

Figura 9.1. Fuerzas concurrentes sobre la particula A




Fundamentos de mecanica para ingenieria
Teorfa y préactica

Empleando el método del poligono, el vector R serd el resultado de la suma
de los vectores A, B y C, de forma que R representard el mismo efecto que todas
las fuerzas que acttian sobre la particula. Cabe recordar que el orden en el que se
coloquen los vectores es irrelevante, ya que de todas formas se hallard el mismo
vector R.

Descomposicion de una fuerza
en sus componentes

Tal y como se abord6 en las operaciones con vectores, se requiere un sistema
de referencia, un origen y unidades para tener una idea completa de lo que el vector
representa. Con estas premisas, el problema mds comun es hallar el efecto que pro-
ducen muchas fuerzas en una particula. Para ello, se hace necesario descomponer
los vectores en componentes respecto de sistemas de referencia convenientes y de
utilidad para el andlisis e interpretacién. También se suele reemplazar el efecto
deseado de una fuerza por dos o mds fuerzas que realicen un efecto similar.

Un ejemplo para obtener la fuerza resultante se presenta en la figura 9.2, en la
que hay dos fuerzas provenientes de los propulsores. Se hace necesario determi-
nar la reaccién total R~

Figura 9.2. Descomposicién de una fuerza

Respecto del ejemplo presentado, es indispensable recordar que las dos fuerzas F de
igual magnitud son generadas por propulsores que tienen una inclinacién de 20°
tanto hacia arriba como hacia abajo del eje longitudinal. La reacciéon R debera
coincidir con este eje.

Si se aplica el método del tridngulo o analitico, es sencillo obtener el valor de la
reaccion a partir de las fuerzas de propulsion.

Otra alternativa es encontrar las proyecciones de una fuerza sobre un eje X y
Y de referencia, tal que aquellas componentes sumen vectorialmente al vector ori-
ginal R.

120



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Resultantes de varias fuerzas concurrentes

Figura 9.3. Componentes de la fuerza en ejes Xy Y

Las componentes se obtienen mediante las funciones trigonométricas bdsicas,
dado el cardcter ortogonal de los ejes de referencia. Las proyecciones formardn dn-

gulos rectangulos y el calculo se volverd intuitivo.

Las componentes que se deben determinar son Fx (componente horizontal) y Fy
(componente vertical). Las direcciones de X y Y corresponden a los ejes graficados
como referencia en la parte superior izquierda de la figura 9.3.

Se observa clara e intuitivamente que el dngulo 8 tiene un valor de 30°, ya que
son angulos correspondientes.

» Las componentes se determinardan de la siguiente manera:

La fuerza Fx, como cateto adyacente del tridngulo rectangulo, tendrd un valor:
-F7’x=R” - cosB ©.1)

Y, para este caso, un valor negativo por tener sentido contrario al eje X.

» La fuerza Fy, en calidad de cateto opuesto del tridngulo, tendrd un valor:
F7y=R”-senb ©.2)

Y, para este caso, un valor negativo, por tener sentido contrario al eje Y.
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» Cabe recordar que, si se poseen las magnitudes de los vectores Fx y Fy,

el dngulo O puede obtenerse a partir de:
6 = tan"( Fy
Fx 9. 3)

Figura 9.4. Ejemplo de descomposicién de fuerzas

Otro caso habitual en la fisica bdsica puede ser un sistema formado por dos
helicépteros que elevan una embarcacién, como se ilustra en la figura 9.4. El he-
licéptero de la derecha aplica una fuerza (Fd)”, mientras que el otro, una fuerza
(Fi)". Cada uno ejecuta una fuerza con diferente angulo respecto de la horizontal.
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La fuerza Fi se aplica con dngulo 0 . Una tercera fuerza en este sistema correspon-
de al peso del barco, siempre vertical y en sentido al centro de la Tierra.

La figura 9.5 muestra un sistema equivalente en el que se ha encontrado el punto
de concurrencia de las fuerzas aplicadas en el sistema, con un punto de confluencia
fuera de los limites de la embarcacién. Con esta consideracion, se pueden ajustar
los vectores mencionados al método del tridngulo. En este caso, no es un trian-
gulo rectangulo, por lo que las leyes trigonométricas no seran de mucha ayuda.

Para la solucién de estos tridngulos, serd pertinente mencionar dos leyes geomé-
tricas y de gran utilidad: la ley de senos y la ley de cosenos.

Para definirlas de forma adecuada, se denominard a los catetos del tridngulo
como a, b y ¢, mientras que a sus correspondientes angulos se los nominard con su
letra mayuscula A, B y C. Es de utilidad recordar que la suma de los dngulos in-
ternos del tridngulo es 180°.

Ley de senos

Considera, para un tridangulo en el plano, una relacién proporcional entre
sus lados y el seno de sus dngulos respectivos mediante la siguiente expresion:

a . b C

senA  senB - senC ©.4)

Ley de cosenos

El cuadrado de la longitud de un lado es la suma de los cuadrados de las lon-
gitudes de los otros dos lados menos el doble producto de dichas longitudes
y multiplicado por el coseno del angulo opuesto al lado en cuestién.

a’> = b? + ¢ = 2bc - cosA 9.5)
b? = a%+ ¢ — 2ac - cosB 9. 6)
c’>=a’+ b?>—2ab - cosC 9.7)
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Ejemplo 37:

Realizando la analogia con la nomenclatura de la figura 9.6, el problema pro-
porciona datos de los lados a y ¢, y el dngulo C (obtenido como complementario).
Deberdn determinarse el lado b y el dngulo A para posteriormente hallar 0 _.

Basandose en la figura 9.7, y conociendo que el helicoptero de la derecha aplica
una fuerza Fd=180 kN mientras que el otro, una fuerza Fi con 8 =50°, determi-
na el valor de la fuerza izquierda Fi y el dngulo 6, si se conoce que el barco pesa
20 toneladas.

Aplicando ley de senos se puede determinar el dngulo A.

200kN _ 180 kN

senA sen(40°)

Figura 9.6. Ejemplo de ley de senos

B

C

Figura 9.7. Pardmetros de la ley de senos

Fd=180kN
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200 kN*sen(40°)
A = sen”
sen ( 180 kN >

A =4557°

Notese que el dngulo 0, es parte del dngulo A, de tal forma que, analizando
el tridngulo rectdngulo inferior, se tiene:

A—0,+90° + 40° = 180°
6, = 180° - 90° — 40° — 45,57°
0, = 4,43°

Aplicando la misma ley de senos también se puede hallar el valor de Fi. Sin em-
bargo, se aplicard la ley de cosenos para darle utilidad e ilustrar su aplicacién. Para
completar la formulacion se debera tener el valor del dngulo B el cual sera:

A+B+C=180°
B=180°-A-C
B = 180° —45,57 — 40
B = 94,43°

Con lo que:

b* = a* + & — 2ac - cosB
F7? = 200% + 180% — 2(200)(180) - cos (94,43°)

Existen sistemas que incorporan mds elementos, algunos que cambian el sen-
tido de movimiento, incrementan o disminuyen. En el ejemplo que se presenta
a continuacion, se emplean poleas que permiten direccionar cuerdas, las cuales so-
portardn cargas cuyo efecto se trasladard a una caja que se desliza sobre una mesa

(higura 9.8).
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Figura 9.8. Ejemplo de aplicacién para ley de senos

La caja de la figura debe ser desplazada en la direccién A-B con una fuerza total
R=12 N. Si el sistema se equilibra con los portamasas vacios y se coloca a la iz-
quierda una masa de 500 g, ;cual deberd ser la masa m para que se logre mover

la caja de A hacia B?

Figura 9.9. Solucién con ley de senos

Se pueden observar las fuerzas que actian en el sistema. Hay dos dngulos y dos
magnitudes de fuerza. Dado que no existen dngulos de 90° en el interior del tridn-
gulo, se usard la ley de senos para determinar la magnitud de la fuerza derecha Fd.

12N Fd
sen(125°)  sen(30°)

Fd =732 N

La masa izquierda requerida para generar la fuerza Fd sera:

m = Fd = 7,32 = 0,746 kg o 746 gr
g 981
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Fuerzas en el espacio

En temas tratados con anterioridad, se ha preferido el uso de vectores en el plano
a fin de mejorar la diddctica e intuicién en la aplicaciéon de conceptos y criterios
abordados. Sin embargo, el mundo de mds de dos dimensiones en el que habita-
mos nos exige un mayor esfuerzo en la aplicacién y uso de vectores.

El espacio al que hacen referencia los vectores fuerza corresponde al sistema
de coordenadas cartesianas espaciales o espacio euclideo de tres dimensiones. La fi-
gura 9.10 presenta algunos elementos tipicos del espacio tridimensional.

Figura 9.10. Ejemplo de fuerza en el espacio

EJE Z
A
7]
1 A X Y, Z4)
8;
¥
RJ
':.}_ Y_.-._
N R EJE Y
] —-“')}"\,
:3 iyl
g x-
EJE X

» La posicién A identificada en el espacio, definida por sus componentes X,

Y, Z,.

» Un vector desde el punto O hasta A que determina la posicién del
punto A respecto del punto O.

. . e e - . . . . . . .
» Vectores unitarios I ,j , kK~ que indican las direcciones en sentido positivo

sobre los ejes X, Y, Z, respectivamente.

» Sistema de referencia euclideo que delimita el espacio, y permite ubicar
un punto en cuadrantes ortogonales mediante coordenadas en cada eje.
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A menudo es de interés determinar las componentes de un vector en los ejes
X, Y y Z. Existen algunas relaciones de utilidad.

Fz=F. coseZ 9.8)
Fx =Fh-cos® =F. sen cos® 9.9)
Fy =Fh-sen @ = F - senB - sen@® 9.10)

Siendo la fuerza horizontal Fh = F - sen@z

F? = Fz? + Fh? 9.11)
F = V(Fx* + Fy? + F2?) (9.12)
Fh? = Fx* + Fy? 9.13)

Vectores unitarios

Un vector puede representarse mediante el producto de una magnitud y un
vector unitario. Este tltimo, con informacién de la direccién y sentido, tal que:

-

=X, i +Y,j +Z,k”=P7|.-u”, ©.14)

Figura 9.11. Representacién de vectores unitarios
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. . . . - -
Los tres vectores A, B y C se alinean con sus respectivos unitarios U ,, u

(igura 9.11).

B’uC

Con respecto al tamafio de los vectores unitarios, estos siempre tendrdn una mag-
nitud de 1, y sus componentes podran variar entre cero y la unidad.

A =—i"+4j7+4k” |A”| =5,74
B”=2i"—j"+25k" |B”| = 3,35
C =7i"+4j°+15k> 1C”| = 8,20

Por su parte, la obtencién del unitario se realiza empleando la relacion:

A =i +4j7+ 4k = 0,17i7+0,757+ 0,7k
|A”] 5,74

>
ZlA—

W= B =2 -;7+25k = 0,6i +03;°+0,75k"
1B7| 3,35

W o= C =T7i"+4;7+15k = 0,8i +0,49;7+0,18 k"
[on 8,20

Puede comprobarse que todos los unitarios poseeran un valor de 1 para
su magnitud.

Ejemplo 38:

Un dron se ubica en el punto D a la mitad de la altura del monumento de la
Mitad del Mundo (30 m). Se conoce que la posicién del robot con respecto a la
base del monumento es 6 metros hacia el norte y 8 metros hacia el este (figura
9.12). Determina el vector posicién del dron respecto del sistema de referencia
y encuentra su vector unitario.
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Figura 9.12. Ejemplo de fuerzas en el espacio

Con un poco de observacién en los datos y cuadrando la orientacién cardinal
con los ejes cartesianos se puede determinar el vector posicién desde O hasta D:

OD =-6i +8j +15k”

Se obtiene su magnitud y vector unitario.

OB 6iesjeisd
oDl \c6r+@r+asy

7 - 0337+ 0447 +0,83F

loD| = 18,02

Con lo que el vector sera:

OD” = 18,02(0,33 7 + 0,447+ 0,83 &
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Ejercicios propuestos

1.

Nombre:

Resuelve el ejercicio del ejemplo 38 de forma analitica y verifica si se ob-
tiene el mismo resultado.

Resuelve el ejercicio anterior de forma grafica en una plantilla cuadricula-
da y verifica su solucion.

Determina el nlimero de personas de 60 kg que deberdn posarse sobre la pla-

taforma a fin de mantener al vehiculo colgando, si se conoce que este tiene
una masa de 2400 kg (figura 9.13).

Figura 9.13. Figura del ejercicio 3

Peso de las
personas

Un robot aerodeslizador se mueve 200 pies horizontalmente y después viaja
135 pies en un dngulo de 30° sobre la horizontal. Luego recorre 135 pies
en un dngulo de 40° bajo la horizontal. ;Cudl es el desplazamiento desde
su punto de partida inicial?

Un dron terrestre utilizado para operaciones militares inicia un viaje de re-
conocimiento, desplazdndose primero 25 km hacia el sureste desde su punto
de partida. Se detiene para pasar la noche y enviar informacion al campa-
mento base. En el segundo dfa, se desplaza 40 km en una direccién de 60°
al norte del este, punto en el cual descubre la torre de insurgentes.

a. Determina las componentes del desplazamiento diario del dron
terrestre.

Calificacion:

A
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6. Después de realizar un experimento en el gran colisionador de hadrones,

Nombre:

se determina que una particula extrafia al bosén de Higgs efecttia dos des-
plazamientos. El primero posee una magnitud de 150 cm y forma un dngulo
de 120° con el eje de las abscisas positivo. El desplazamiento resultante
posee una magnitud de 140 cm y se dirige a un dngulo de 35° respecto
al eje de las abscisas positivo. Encuentra la magnitud y direccién del se-
gundo desplazamiento.

Se encontr6 una bitdcora de un espia ruso de la Segunda Guerra Mundial
en la cual se detalla que un cohete V12 de prueba pasé sobre Gran Bretafia
viajando en una direccién de 60° al norte del oeste con una rapidez de
41 km/h. Media hora después, aparentemente por una falla de su giroscopio,
se desvio repentinamente hacia el norte y su rapidez se redujo a 25 km/h.
¢A qué distancia se encontraba el cohete 45 minutos después de que pasé
por Gran Bretafia?

Desde un vehiculo aéreo no tripulado, se observa a dos personas que jalan
un vehiculo. Encuentra:

a. La Gnica fuerza que es equivalente a las dos fuerzas indicadas.

b. La fuerza que una tercera persona tendria que ejercer sobre el vehicu-
lo para hacer la fuerza resultante igual a cero.

Calificacion:
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Capitulo 10

Diagramas
de cuerpo libre

Un diagrama de cuerpo libre

o DCL es una representacién gra-
fica que muestra un cuerpo aislado

de su entorno y, mediante vectores,
las fuerzas que este recibe. La represen-
tacion indicard claramente la direccién

y sentido de cada fuerza, identifican-
do su origen. Para esto es prudente
conocer el origen de cada una de estas

fuerzas y ser conscientes de que un cuer-

po no puede realizar fuerza sobre si mismo.

Antes del desarrollo de los diagramas
de cuerpo libre, es necesario indagar en el ori-
gen y tipos de fuerzas que existen.

Una fuerza se origina como resultado de la interac-
cién de los cuerpos, acercandolos o alejandolos dependiendo
del cardcter y disposicién de sus estructuras.

Las fuerzas debidas a la interaccién estudiadas hasta la actualidad
se clasifican en dos categorias importantes:

Fuerzas mediante contacto.- Estas se generan debido al contacto fisico de los
cuerpos. Algunos ejemplos de estas fuerzas son: tension, friccién, normal, resis-
tencia del aire, etc.

Fuerzas de accion a distancia.- Se generan a pesar de que no exista contacto
fisico entre los cuerpos. Algunos ejemplos de fuerzas de este tipo son: atraccién
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gravitacional, efectos magnéticos, fuerzas eléctricas. Las fuerzas magnéticas y eléc-
tricas no se considerardn en estos primeros capitulos.

Tabla 10.1. Tipos de fuerza en funcién de su interaccién

Fuerzas de contacto Fuerzas de accion a distancia
Fuerza de friccion Fuerza gravitacional
Fuerza de tension Fuerza eléctrica
Fuerza normal Fuerza magnética

Resistencia del aire -
Fuerza aplicada -

Fuerza eldstica -

Fuerza aplicada.- Es una fuerza dada sobre un objeto o fluido debido a la presen-
cia de otro objeto o por efecto de una persona. Por ejemplo, si una persona empuja
una silla, estard aplicando una fuerza. La direccién y sentido dependen de la configu-
raci6én del objeto que aplica la fuerza y la geometria de los objetos que interacttan.

Fuerza normal.- Se ejerce por el contacto de un cuerpo sobre otro. Por ejemplo,
la llanta de un automdvil se posa sobre la carretera, entonces la carretera realiza-
rd una fuerza normal para lograr que la llanta permanezca a nivel del suelo. Si un
nifio estd apoyado sobre una mesa, entonces esta hard una fuerza normal sobre
el nifio para que este no descienda al piso.

Atraccion de la fuerza de gravedad (peso).- La fuerza generada por el efecto
de la Tierra para atraer a un objeto es funcién del valor de la aceleracién (9,81 m/s?)
o gravedad y la cantidad de masa que posee un objeto.

(10. 1)

Il
09

grav

El sistema internacional (SI) propone el uso del newton (N) como unidad
de fuerza derivada del producto de la aceleracién en m/s” y la masa del objeto en kg.
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Fuerza de rozamiento.- Debido al contacto de dos cuerpos y cuando el uno
se mueve relativamente respecto del otro, se genera una fuerza que habitualmente
se opone al movimiento por la presién que se realiza entre esos cuerpos y depen-
diendo de la naturaleza de las dos superficies. Esta fuerza posee dos posibilidades:
friccién estdtica y friccion deslizante o dindmica. Se puede determinar mediante
la siguiente ecuacion.

F =np-F, (10.2)

Fuerza de tension.- Se transmite mediante elementos de relativa gran fle-
xibilidad, como cuerdas, cables, alambres, fibras e hilos. Cuando estd presente,
alarga al elemento flexible con una fuerza constante a lo largo de su estructura.
Normalmente los cables sujetan cargas cuyo peso es elevado.

Fuerza elastica.- Se genera al deformar elementos que tienden a conservar
sus dimensiones originales, como los resortes. Es comin el empleo de resortes
que cumplen la ley de Hooke, la que considera que la fuerza que generan es di-
rectamente proporcional a la magnitud del alargamiento o acortamiento. Esta
fuerza de determina mediante:

F = k- -x (10.3)

Fuerza de resistencia del aire.- Cuando un cuerpo se mueve a través del aire,
este posee una resistencia similar a la friccién que dificulta el movimiento del cuer-
po. Esta fuerza, cuando el movimiento es lento, posee un efecto insignificante.
Por ello, es habitual considerarla para efectos dindmicos en vehiculos y edifica-
ciones, en donde toma valores considerables. En aplicaciones de la vida real, dada
la aleatoriedad de los flujos de aire, estos efectos se compensan mediante técnicas
de control en el caso de vehiculos aéreos.

La tabla 10.2 presenta un cuadro comparativo de las fuerzas mds empleadas
en la mecdnica cldsica. En el grifico se coloca direccién y sentido de cada fuerza,
as{ como algunas de sus consideraciones.

Ademds del origen de las fuerzas abordadas, debe tenerse en cuenta, en el dia-
grama de cuerpo libre, el tipo de apoyo que poseen los elementos que forman
el sistema, ya que, dependiendo de su tipo, poseerd una o mas componentes y tam-
bién se definird su direccién segtn el caso.
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La tabla 10.2 describe de forma gréfica las situaciones de apoyo, asi como

las reacciones que estas generan. Cabe destacar que para el caso del apoyo fijo apa-

rece un momento M debido a la fuerza y la distancia al punto de empotramiento

del elemento.

Tabla 10.2. Tipos de apoyos y sus reacciones

Tipo de apoyo

Reaccion

Cable

Rodillo

W"

Apoyo
Pasador
externo #

A

Fy

Pasador p
interno

Fy

Soporte
fijo

Fir1is

Una vez conocidos algunos pardmetros de las fuerzas, se analizard la ejecucién

de diagramas de cuerpo libre, para lo que es indispensable tomar en cuenta cier-

tas recomendaciones:

» Identificar todas las fuerzas que participan en el sistema y de qué manera

afectan sobre el cuerpo de interés o andlisis.

» Cada cuerpo tiene su propio diagrama de cuerpo libre. Se debe recordar

que, para cada accidn, existe una reaccion y, de esta manera, se relacionan

e interactdan los cuerpos.
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» Las fuerzas deberdn colocarse como vectores y en funcién de un sistema
de referencia tinico y conveniente para el andlisis.

Ejemplo 39:

A la izquierda de la figura 10.1, se presenta un sistema de tablero para lanza-
miento en una piscina. La tabla se encuentra fija en la base, que a su vez se fija
en el suelo.

Figura 10.1. Ejemplo de reacciones en empotramiento

*rl_ N @

i Ry
— Ry Peso
(M)
DD Y Rx

&

I

A la derecha, se observan el apoyo y la tabla por separado. Son dos objetos y cada
uno posee fuerzas que se transmiten del uno al otro.

Noétese que las reacciones en el apoyo empotrado se transmiten a la tabla y estas,
asu vez, a la base en sentido contrario. Adicionalmente, el peso actta sobre el tablero.

Ejemplo 40:

El gréfico sugiere una esfera atada a un punto sobre la pared y por encima de la
esfera. Esta se encuentra apoyada a su vez en la pared. A la derecha, se detallan
las fuerzas que actdan sobre la esfera: T, la tensién que tira a la esfera; N, la fuer-
za normal que ejerce la pared sobre la pelota; y el peso del cuerpo (figura 10.2).
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Figura 10.2. Ejemplo para DCL

Ejemplo 41:

Una caja es suspendida por una cuerda que evita que esta se deslice hacia abajo
del plano inclinado (figura 10.3). La superficie inclinada es lisa, lo que implica
una fuerza de rozamiento nula. La fuerza T representa la tensién de la cuerday N,
la fuerza normal ejercida por la superficie inclinada hacia la caja. ActGa también

sobre el sistema, como practicamente siempre, el peso del cuerpo.

Figura 10.3. DCL en plano inclinado
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Ejemplo 42:

Los dos cuerpos de la figura 10.4 se apoyan el uno en el otro y a su vez se apo-
yan en las paredes inclinadas. Dados estos tres puntos de contacto, se generan
las fuerzas normales N, N, hacia la izquierda, N, hacia la derecha, y N3. Cada
cuerpo ademds aporta con un peso propio, producto de su respectiva masa por la
aceleracion de la gravedad g. Cabe destacar que la normal N, se duplica debido
a su accién y reaccién del uno hacia el otro cuerpo. Las paredes también reciben
normales debido a cada uno de los objetos, pero no se consideran ya que son de
importancia los DCL de los cuerpos y no los de las paredes.

Figura 10.4. DCL en cuerpos en contacto

Mg

Ejemplo 43:

Es comin en sistemas de carga el uso de polipastos, un arreglo de poleas
que multiplican la fuerza y permiten elevar cargas considerablemente grandes.
La figura 10.5 presenta un sistema compuesto de cuatro poleas que elevan una carga
mediante una fuerza reducida. Dado que hay multiples objetos, se pueden obte-
ner multiples diagramas de cuerpo libre. A la derecha de la figura mencionada,
se grafican los DCL de cada elemento, desde la carga hasta la Gltima polea que se
encuentra fija al techo.

Una consideracién importante es que, a través de una misma cuerda, se ejerce
una misma tensién sin importar su recorrido ni de cudntas poleas conecte. En el
grifico existen cuatro cuerdas. De ah{ que existan T, T, T,y T..
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Figura 10.5. DCL en poleas

Feso
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Ejercicios propuestos

Ejercicios Propuestos

1. Grafica el diagrama de cuerpo libre para los elementos M soportados en los

grificos de las figuras 10.6y 10.7.

Figura 10.6. Ejemplos de DCL, parte 1

il
~&
Ij_q

é
:

Nombre:

Calificacion:

A
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Figura 10.7. Ejemplos de DCL, parte 2

Nombre:

Calificacion:






Lo gue revisaremos en este capitulo:

» Conoceremos las tres leyes
de Newton

» Conoceremos la ley de
gravitacion universal
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Capitulo 11

Leyes fundamentales
de la mecanicao
newtoniana

El célebre Isaac Newton contri-
buyé de forma notoria al desarrollo
y comprensiéon de los fenémenos
de la naturaleza, tras emplear afios
de estudio y experimentacién plas-
mando sus descubrimientos en su obra

Philosophice naturalis principia mathema-

tica o Principios matemdticos de la filosofia
natural.

En su obra, Newton detall6 las bases
fundamentales de la fisica cldsica y de la ley
de la gravitacién universal. Sin embargo, de-
sarroll6 muchas mds obras, como Opticos, en la
que describe el comportamiento y naturaleza de la
luz. Contribuy6 a la matemdtica al desarrollar el cél-
culo iinfinitesimal, cuyo mérito compartié con Gottfried
Leibniz. Obtuvo ademds la ley de conveccién térmica, estudié
el sonido y plasmo teorfas sobre el origen de las estrellas. Estudié
los fluidos y formul6 su ley sobre la viscosidad.

El alcance de las leyes de Newton y su genialidad lograron explicar de forma
exitosa los fenémenos de la Tierra y de los cuerpos celestes. As{ se logré estudiar
una inmensidad de fenémenos con tan simples y pocas leyes. Aunque en la ac-
tualidad se les hallan maltiples limitaciones, no dejan de ser menos importantes
ni menos empleadas para el estudio y desarrollo de la ciencia, a pesar de haber
transcurrido tres siglos desde que el gran genio Newton las propuso.
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La comprension de las leyes que rigen la mecdnica requiere la conceptualiza-
cién de ciertos términos previos. Estos caracterizan a un vector, como se abordé
en topicos anteriores.

Hay que tener claro que, en un vector, puede variar sus tres componentes: mag-
nitud, direccién y sentido. Los siguientes casos ejemplifican las variaciones de las
componentes del vector velocidad {8}].

Primer caso: un vehiculo con movimiento en direccién horizontal posee veloci-
dad de magnitud variable y en un mismo sentido. Puede ser el caso de un conductor
que se ha percatado de que en la via reposa un pequefio conejo (figura 11.1). El conduc-
tor se ve en la obligacién moral de presionar el freno y detenerse para dar oportunidad
al conejo de escapar. En este caso, el médulo del vector velocidad varfa, pero conser-
va su direccién y sentido.

Figura 11.1. Velocidades de variable magnitud y mismo sentido

sentido >

v el Vol Vel cireccion
p T P =) P =
Sy o o0 oy

Vel > el > IVl > W

Modulos

Segundo caso: la cabina de una noria gira en torno de su eje central (figu-
ra 11.2). La rueda que conecta todos los carros gira a una velocidad constante,
de donde se puede asegurar que el médulo de la velocidad en los cuatro puntos
de andlisis serd idéntico, mientras que, en la posicién mds alta y baja, la direccién
de sus velocidades serd horizontal y, en los otros dos casos, vertical. El sentido
es Gnico para cada punto.
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Figura 11.2. Velocidades de igual médulo y diferente sentido

A

Direccion

.......... Mo’dulos
|V1| = |V2| = |V3| = |V4|

ugioo8.a

| V:; | Direccion

horizontal vertical horizontal vertical

Direccion

Sentido
Direccion

izquierda arriba derecha abajo

<

V|

Tercer caso: el lanzamiento de una moneda al aire permite que este alcan-
ce un punto mas alto y, al descender a la altura de inicio, poseerd una magnitud
de velocidad igual que la del lanzamiento (figura 11.3). También su direccién

serd vertical como al inicio, en tanto que el sentido al salir serd hacia arriba y al
caer, hacia abajo.

Figura 11.3. Velocidades de igual magnitud y sentidos contrarios

= IVl )
Modulos
é E IV, = |V IV, =
H
: Direccitn
7 - i wertical wvertical
vyl | &5, E A
L:_—:E'ﬂ-“x Sentidos
: g arriba  abajo
T
= -

Como se observa en los ejemplos de los casos anteriores, las componentes de un

vector pueden variar y han de tenerse presentes en la comprensiéon de las leyes
de Newton.
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Primera ley

«Si la fuerza resultante que actda sobre una particula es cero, la particula per-
manecerd en reposo (si originalmente estaba en reposo) o se moverd con velocidad
constante en linea recta (si originalmente estaba en movimiento)».

Esta primera ley se aplica en dos situaciones claramente definidas: para el caso
en que un objeto se encuentra inmovil, asi como cuando se mueve solamente a ve-
locidad constante.

La situacién de reposo respecto de objetos circundantes puede lograrse me-
diante un equilibrio de fuerzas dentro de nuestro planeta, por ejemplo, una roca
que descansa sobre la arena. En este caso, el peso de la piedra se equilibra con la
fuerza normal que ejerce la arena sobre la piedra para lograr el reposo de la misma.

En cambio, fuera o considerablemente lejos de la gravedad terrestre, si un as-
tronauta decide dejar una pelota libre e inmévil, esta permanecerd practicamente
estatica debido a la carencia de fuerzas externas en el vacio del espacio exterior.

El estudio de la estdtica toma en cuenta esta ley proponiendo que una estruc-
tura estard inmovil siempre que la sumatoria de fuerzas sea igual a cero, lo cual
proviene del comportamiento inercial de la masa para esta primera ley.

Segunda ley

«Si la fuerza resultante que acttia sobre una particula no es cero, la particula ten-
drd una aceleracién proporcional a la magnitud resultante y en direccion de esta».

La ley se puede expresar generalizada como:

F=m-a (11.1)
F = fuerza resultante que act(a sobre la particula

m =  masa de la particula

a = aceleracién

Esta ley, a su vez, propone una definicién de fuerza como una accién que per-
mite variar la velocidad. Se debe recordar que se pueden variar su magnitud,
direccién y sentido. Por tanto, se pueden obtener dos posibilidades o variantes:
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una primera, ya abordada y aplicada a movimiento lineal, y una segunda para mo-
vimiento rotacional.

En el lugar de la fuerza, el equivalente rotacional es el par neto, y este es igual
al producto de la inercia (equivalente a la masa) por su aceleracion angular.

T=1"«a (11.2)
T =  parneto
I = inercia de la masa

Q
Il

aceleracion angular

Se explicard con mds detalle, en temas posteriores, que la aceleracién a su
vez también posee componentes, como la tangente a la trayectoria de movimien-
to, denominada aceleracién tangencial, y otra dirigida hacia un centro de rotacién,
denominada aceleracién centripeta.

Tercera ley

Las fuerzas de accion y reaccién de cuerpos en contacto tienen la misma mag-
nitud, la misma linea de accién y sentido opuesto.

Ley de la gravitacion universal

Establece que dos particulas de masa M y m (figura 11.4) se atraen mutua-
mente con fuerzas iguales y opuestas F y —F, de magnitud F dada por la férmula:

F =G Mm
r? (11.3)
En donde:
r =  distancia entre las particulas M y m
G =  constante universal o constante de gravitacién
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Figura 11.4. Ley de gravitacién universal

@ @

r

Ejemplo 44:

Una caja con masa de 20 kg es arrastrada a través del piso por una cuer-
da que forma un dngulo de 30° con la horizontal. ;Cudl es el valor aproximado
del coeficiente de rozamiento cinético entre la caja y el piso, si se aplica una fuer-
za de 250 N sobre la cuerda (figura 11.5)?

Figura 11.5. Grifico del ejemplo 44

100 N

30°

20kg

Descomponemos las fuerzas en los ejes coordenados (figura 11.6).
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Figura 11.6. DCL del ejemplo 44

A
N 7100 N
Fy 4
30° R
f Fx
fr 20kg
w
2Fx =0
Fx—fr=0

100 - cos 30° = fr
100 - cos30° = N
2Fy =0
N+Fy—-w-=0
N + 100 - sen 30° —mg = 0

N = 20kg -(9,8 m) — 100 - sen 30°

52

Al reemplazar la ecuacion obtenida en el eje de las Y en la ecuacién obtenida
en el eje de las X tenemos:

100 - cos 30° = uN
200 - cos 30° = # - [(10) (9,8) — 100 sen 30°}

= (100 - cos 30°)
{(20)(9,8) — 100 sen 30°)}

2 =0,59
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Ejemplo 45:

Supongamos que los bloques A y B tienen las masas MA = 10 kg y MB = 2 kg.
El coeficiente de rozamiento estdtico entre el bloque A y la superficie es 0,4. Determina
el minimo valor de F para poner el sistema en movimiento. Asume un valor de la gra-
vedad de 10 m/s, (hgura 11.7).

Figura 11.7. Griéfico del ejemplo 45

F

Se procede a realizar el diagrama de cuerpo libre de cada cuerpo (figura 11.8).

Figura 11.8. DCL del ejemplo 45

DCL-A DCL-B
N4 T
T
fr >
WA
F
wB
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Se desarrolla en funcién del cuerpo A:

2Fy =0
N-WA =0
N = WA
N=MA g
N =20-10
N =200N
2Fx =0
T—fr=0
T - pN
T =0,4-200
T = SON

Se desarrolla en funcién del cuerpo B:

2Fy =0
T-F-WB=0
F=T-WB
F=T-MB.g
F=80-4-10
F=40N
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Ejemplo 46:

Dos cuerpos de masas m y M estdn unidos por una cuerda ideal y son empuja-
dos hacia arriba por un plano inclinado de dngulo 3 con la horizontal (figura 11.9).
Calcula la tensién de la cuerda entre los dos cuerpos y la magnitud de la fuerza F si:

a. Los cuerpos se mueven a velocidad constante.

b. Los cuerpos suben por el plano inclinado con una aceleracion a, si m=2°kg,
M=3kg,g=10m/s’, p=0,7, =45°ya = 3 m/s”.

Figura 11.9. Gréfico del ejemplo

El diagrama de fuerzas para ambos casos es el siguiente:

Figura 11.10. DCL, ejemplo

=

a. Como la aceleracién de los bloques es cero, al aplicar la segunda ley de
Newton para el segundo bloque se puede encontrar la tension.
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Se desarrolla en funcién del cuerpo de masa m:

2Fy =0
n—wy =0
n=wy
n = mg - cos 3
2Fx =0
F=fr+wx+T

F=mun+mgsenfB+T

Se desarrolla en funcién del cuerpo de masa M:

2Fy =0
N-Wy=0
N=Wy
N = Mg - cos 3
2Fx =0
T=fr+ Wx
T = uN + Mg sen 3

Reemplazando N en T en funcién de la masa M:

T = uMg - cos B + Mg sen [3
T = Mg (- cos B + sen [B)

Reemplazandony T en F:
F=un+mgsenfB+T
F = umg - cos B + mgsen B + Mg (u - cos 3 + sen [3)
F = mg (u-cos B+ senf3) + Mg (y-cos B+ sen )
F=g(m+M)(u-cos +senf)
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b. Cuando hay aceleracion, se ocupa el mismo razonamiento anterior, tenien-
do en cuenta que la fuerza neta para cada bloque serd su respectiva masa
por a. La fuerza neta del bloque de masa M es:

2Fx=M-a
fr+ Wox—-T=M-a
uN + MgsenB—T =M -a
T=uN+ MgsenB—M -a

Al reemplazar N en T en funcién de la masa M:

T =uMg-cos B+ MgsenB—-M-a
T=M(ug-cosPB+gsenf—a)

Se desarrolla en funcién del cuerpo de masa m:

XFy =0
n—wy =0
n=wy
n = mg - cos 3
XFx =0
frrwx+T—F=m-a

yn+mgsen B+ T-F=m-a
Reemplazandony T en F:
F=mun+mgsenfB+T
F = umg - cos B+mg sen 3 + #Mg - cos B + Mgsen B—M - a

F = umg - cos B + mgsen B + uMg - cos B + Mgsen B —M - a
F=mg(u-cosB+senfB)+ Mg(pu-cosP+senf3)—M-a
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Reemplazando,m = 2 kg, M =3 kg, g =10 m/s>, p = 0,7, B = 45°ya = 3 m/s°.

F=2.10(0,7 - Cos 45° + Sen 45°) + 3 - 10 (0,7 - Cos 45° + Sen 45°) -3 .3
F=51,09 N

Ejemplo 47:

Se aplica, sobre un bloque de masa de m, = 2 kg una fuerza de magintud F = 10 N
(figura 11.11) sin roce. El bloque de masa de 2 kg se encuentra junto a un blo-
que de masa m, = 1 kg, al que empuja. Determina la magnitud de la aceleracién
del sistema.

Figura 11.11. Gréfico del ejemplo

10 N
— 2kg 1 kg

Si se toman las dos masas como un solo bloque de masa m + m,, se cance-
lan las fuerzas de reaccién porque son de igual magnitud y distinto signo (figura
11.12). La aceleracién de este nuevo bloque es:

Figura 11.12. DCL del ejemplo para unificar masas

DCL

10N

F1/2
F211__ | 2kg ———— 1 kg /

F=(m +m)-a
10=3)-a
a=1,33m/s’
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Ejemplo 48:

En la figura 11.13 se observan tres cargas: q, = 7uC, q, = 2uCyq, = -4 uC,
que forman un tridngulo equildtero y estdn separadas entre si por 0,5 m. Calcula
la fuerza resultante que se ejerce sobre la carga q,.

Figura 11.13. Grifico del ejemplo

q,

Datos:

4, -=7uC=7-10-6C
q,=20C=2-10-6C
q,=—4uC=-4.10-6C

r=0,5m

K=9-109N . m,/C,

Tridngulo equildtero, angulos internos de 60°.

A continuaci6n, se realizard un DCL de las fuerzas que actian sobre q, (figu-
ra 11.14):

160



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Leyes fundamentales de la mecénica newtoniana

Figura 11.14. DCL del ejemplo en q,

K.q2.qj
7.2

9.10°-7-10°-4-.10°

F1/3 =

F1/3 =
> 0,52

F1/3 = 1,008 N

K-q2-6]3
e

9.10°-2-10°-4x10°
0,52

F2/3 =

F2/3 =

F1/3 = 0,288 N

Para obtener la fuerza resultante FR, debemos aplicar la ley de cosenos (figu-
rall.15):
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Figura 11.15. Tridngulo obtenido del ejemplo

F2/3

FR =\ F1/3% + F2/32— 2. (F1/3) - (F2/3) - cos 120°

FR = \j 1,0082 + 0,2882-2-1,008 - 0,288 - cos 120°

FR = 1,178 N
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Ejercicios propuestos de las leyes de Newton

1. En la figura 11.16, dos bloques de masa m y M estdn sujetados por una
cuerda de masa m. Se aplica una fuerza F sobre el bloque hacia arriba, ele-
vando todo el sistema. Indica la aceleracién del sistema y la tension en la
parte superior y media de la cuerda.

Figura 11.16. Grifico del ejercicio

F

2. Enlafigura 11.17, un auto de masa m se mantiene en reposo y es sostenido
sobre una rampa por una cuerda de masa despreciable. Detetermina el valor
de la tensién mdxima de la cuerda para que el auto no se eleve.

Figura 11.17. Grifico del ejercicio

Nombre: Calificacion:
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3. Enlafigura 11.18, dos bloques de 2 kg y 1 kg de masa estdn unidos por una
cuerda ideal y descansan sobre una superficie horizontal sin roce. Si una
fuerza de magintud 20 N se le aplica al bloque de masa m horizontalmen-
te, encuentra la aceleracion del sistema y la tensién de la cuerda que une

a los bloques.

Figura 11.18. Grifico del ejercicio

20N

4. Enlafigura 11.19, una fuerza de magnirud F actda sobre un bloque de masa m ,
el cual se encuentra sobre una superficie horizontal sin roce. Este bloque
estd unido con un bloque de masa m2, que cuelga verticalmente, mediante
una cuerda ideal que pasa por una polea ideal sin roce. Si el bloque de masa
m, se mueve aceleradamente hacia arriba, determine la tension de la cuerda.

Figura 11.19. Grifico del ejercicio

Nombre: Calificacion:
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5. Enlafigura 11.20 se observan tres cargas: q, = 6uC, q, = 2uCyq, = -3 uCque

forman un tridngulo equildtero y estdn separadas entre si por 0,5 m. Calcula
la fuerza resultante que se ejerce sobre la carga q.

Figura 11.20. Grifico del ejercicio

q,

q, qs

6. Una fuerza F es usada para sostener un cuerpo de masa m sobre un plano
inclinado con dngulo 3, tal y como muestra la figura 11.21. Si la fuerza apli-
cada es perpendicular al plano inclinado, ;cudl es la minima fuerza que debe

aplicarse para mantener el bloque en reposo? Considera el rozamiento.

Figura 11.21. Gréfico del ejercicio

2

7. Un martillo de masa m con velocidad inicial v. es detenido por un clavo
de masa despreciable a una distancia d desde que toca el clavo. Ademds,
la persona que utiliza el martillo le aplica una fuerza P a este en direccién

Nombre: Calificacion:
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al clavo. Cuando el martillo impacta, ambos se mueven con aceleracién
constante hacia abajo. Determina la magnitud de la fuerza de reaccién entre
el clavo y el martillo.

8. Un hombre empuja una pared rigida que no se puede mover. ;Qué afirma-
cién es la correcta? Justifica y grafica un esquema del problema.

a. El hombre no puede estar en equilibrio debido a que ejerce una fuer-
za neta sobre la pared.

b. Si el hombre ejerce una fuerza de 100 N, entonces podemos asegurar
que la pared ejerce sobre el hombre una fuerza igual a 100 N.

Nombre: Calificacion:
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Capitulo 12

Equilibrio de una
oarticula en el espacio

La primera ley de Newton propo-
ne que un cuerpo tiende a mantener
suestado de reposo hasta cuando exista
una fuerza que le obligue a cambiarlo.

No obstante, el reposo también puede
lograrse con la aplicacion de fuerzas
siempre y cuando estas tengan una re-

sultante nula.

Piensen en un vehiculo estaciona-
do en la calle (igura 12.1). El vehiculo
en reposo es presa de la accién de maltiples

fuerzas. El asfalto de la calle realizard la fuer-

za F al soportar el peso del vehiculo, evitando
que descienda del nivel de la calle. El peso del ve-
hiculo corresponde a la fuerza -F,. Las fuerzas F y
-F_ harfan que el vehiculo pudiera desplazarse hacia ade-
lante o hacia atrds; sin embargo, si pensamos que el vehiculo

estd parqueado pendiente abajo, entonces la fuerza F, serd una por-
cién del peso que tiende a que el vehiculo resbale. No obstante, el freno

de mano del vehiculo, al trabar la llanta, permite que esta friccione el asfalto
realizando la fuerza —-F que anula a F e impide el movimiento en ese eje. Si el
vehiculo se hallara en una zona alta en donde el viento es considerable, posiblemen-
te este podria ejecutar una fuerza F, o —F_ en las caras laterales del vehiculo en las
que existe mayor area de impacto contra el aire. En el sentido en que el viento
actte, la friccion lateral de las llantas generaria la fuerza suficiente para mantener
en reposo al vehiculo. Como es claro en este ejemplo, no solamente la carencia
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de fuerzas (caso no real dentro de nuestro globo terriqueo) lograria un equilibrio
de un objeto en el espacio, sino también la anulacién de fuerzas.

Figura 12.1. Estado de reposo con aplicacién de fuerzas externas

EJE Z

Para realizar este andlisis se utilizan las ecuaciones que se obtienen de la segun-
da ley de Newton para cuando la fuerza es nula, en vista de que no existe aporte
de aceleracién al sistema.

ZFX:O ZF)/:O ZFZ:O

El empleo de estas tres ecuaciones representa condiciones suficientes y nece-
sarias para analizar el equilibrio de una particula, siempre que no existan mds de
tres incognitas para resolver un sistema. A mas de ello, se empleardn los concep-
tos adquiridos en los ejemplos de vectores unitarios anteriormente presentados.

Una herramienta indispensable para el andlisis de equilibrio es la genera-
cién de diagramas de cuerpo libre considerando todas las fuerzas actuantes como
se abordé con anterioridad.

Ejemplo 49:

Una caja de 30 kg es sujetada por dos cables hacia vigas metdlicas fijas. Se apli-
ca una fuerza F de tal manera que aleja la caja de las vigas y la ubica como
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en el esquema de la figura 12.2. Determina la fuerza que se requiere y la tensién

de cada cable.

Figura 12.2. Ejemplo para andlisis de equilibrio

3,0m

Es indispensable distinguir el punto A como aquel donde concurren las fuerzas,
dos tensiones y la fuerza aplicada F (figura 12. 3). Por ello se requiere el diagra-

ma de cuerpo libre para ese punto.

Figura 12.3. Determinacién de fuerzas en equilibrio (ejemplo)

Peso
Dada la descripcion gréfica que provee el ejemplo, podemos obtener el vector

unitario de cada fuerza para, con ello, realizar la sumatoria de fuerzas y estudiar-
la en equilibrio.
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En funcién de los ejes presentados, los vectores que actuardn en el DCL del

punto A seran:

R
-
Fuerza F=F.u,
3 —
Peso P=30-u,
R
., _
Tensién en la cuerda AB 5= TAB N7
Tension en la cuerda AC T - o
AC AC TAC

A continuacién, y empleando las dimensiones del dibujo, se calculardn los res-

pectivos vectores unitarios.

u, :j
“ = -k
R T 26i7-287"+15k" R R R
A | R R ¥ = 0,637+ 0,68+ 0,37 £
T, @62+ €282+ 1,5
. 7—1—’ B . —)_ 2 8 .o 1 ,é - . . .
ﬂTAsz = 0! 87 + 1) = 0,697 +0,647 +0,34Fk
Tol €37+ €287+ (1,5)

Una vez obtenidos todos los unitarios, se pueden representar los vectores res-

pectivos como el producto de su médulo por su unitario.

Fuerza F7=0i +Fj +0k”
Peso P =0i"+0j"-30k"”
Tensién en la cuerda AB T ,,=T,,0,63i"+0,68j" +037k")
Tension en la cuerda AC T %AC =T, (-0,69i T +0,6477+0,34k7)
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La sumatoria de estos cuatro vectores deberd ser cero para que la particula
o punto A se encuentre estdtica y en equilibrio. Tanto la suma de los vectores
como de sus componentes en cada uno de los ejes deberd ser igual a cero.

DE -0
0+0+0,63T,,-0,69T, =0
0,63T,, =0,69T,.

YE o
F+0+068T, +0,64T, =0

0,687T,, +0,64T, =F

B
Yr -0
0,30 + 0,37 T,, + 0,34 T, =0

0,37 T, + 0,34 T, =30

Obtenidas las tres ecuaciones, se resuelve el sistema y determinan las inc6g-
nitas planteadas.

T,, = 44,09 N
T, =40,26N
F=5572N

Ejemplo 50:

Determina las magnitudes de F, F, y F, para el equilibrio de la particula (fi-
gura 12. 4).
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Figura 12.4. Gréfico del ejemplo

F,/
8,5 KN

Expresiones vectoriales:

o]
1]

—

i
11

[\S]

ps]
|

8.5

Ecuaciones de XFx = 0;
Equilibrio: YFy = 0;
2Fz = 0;

Resolviendo:

-F, cos 30°1 + F sen 30°k
“F,(7/25)i - F, (24/25)j
F3 = Fsi

= -8,5sen 15° + 8,5 cos 159

Fz,8 =-28k
- F cos 30° - F, (7/25) + F3 -85sen15°=0
- F, (24/25) + 8,5 cos 15° =0

F sen 30° - 2,8 = 0

F, =855 kN
F =56 kN
F, =944 kN
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Ejercicios propuestos de equilibrio
de una particula en el espacio

1. El globo de aire caliente representado en la figura 12.5 estd sujeto por tres
cables de amarre. Si el empuje total del globo es 4,25 kNN, determina la fuer-
za que ejerce sobre el globo cada uno de los tres cables.

Figura 12.5. Gréfico del ejercicio

Z

D (0,0, 10) m

C(-7,4,00m
\
B(5,-8,0m Y

X

A, 80 m

2. Un cilindro de 12 kN pende de un sistema de cables segiin se indica en la
figura 12.6. Determina las tensiones de los cables A, By C.

Nombre: Calificacion:
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Figura 12.6. Gréfico del ejercicio

4

3. Labarrade lafigura 12.7 es un soporte para sostener una maceta de 20 kg de
peso. Determina la tensién desarrollada en los cables AB y AC.

Figura 12.7. Gréfico del ejercicio

Nombre: Calificacion:
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Capitulo 13

Mecdanico
de cuerpos rigidos

La caracteristica que distingue

a los cuerpos rigidos de los flexi-

bles es la capacidad de mantener
inalterables las posiciones relativas

del mismo cuerpo ante la aplicacién

de fuerzas externas. La consideracién

de cuerpos rigidos también permite
solucionar multiples problemas de la
vida real. Sin embargo, toda fuerza ge-
nera deformacién en los cuerpos. Cuando
estas son pequeflias, es la mecdnica de mate-
riales la que analiza el comportamiento de los
esfuerzos mediante el estudio de la resistencia.

El objetivo de este apartado es describir las herra-
mientas y consideraciones para determinar la posicion

y orientacién de los cuerpos rigidos en el espacio.

Ubicar una particula en el espacio es una tarea relativamente
sencilla en vista de que, si se trata de un espacio euclideo de tres ejes

ortogonales, se requerirdn solamente tres coordenadas para ubicarlo. En tanto

que, para ubicar un cuerpo, adicionalmente deberdn especificarse rotaciones a fin

de realizar un estudio coherente de su comportamiento.
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Figura 13.1. Posicién y orientacién de un sélido en el espacio

- X (Norte)
Alabeo
: - Cabeceo
1 Y (Este)
. Guifiada
z
(Abajo)

“‘“Yo

Para ejemplificar la importancia de la posicién y rotacién de un sélido rigido
en el espacio, se cita el caso de un avién (figura 13.1) que se ubica respecto de una
torre de transmisién en un aeropuerto. En estos casos, ademds de las coordena-
das, son de interés para el piloto y la base de control tres dngulos: alabeo, cabeceo
y guifiada. Con su ayuda, se puede describir completamente la posicién y orien-
tacion del avion respecto de un sistema de referencia.

Para analizar las multiples posibilidades que existen y son empleadas en sis-
temas de navegacion, vehiculos aeroespaciales y otros sistemas en movimiento,
se estudiardn algunos ejemplos de sistemas de representacién de posicién y orien-

tacion en el espacio.

o o

Sistemas de representacion de posicion

Fisicamente hablando, un sistema de coordenadas es un sistema de referencia
que permite describir la posicién de un objeto de forma Gnica. Sin embargo, exis-
ten muchas mds alternativas y soluciones a diversa escala.

Los sistemas de referencia se eligen de manera conveniente al observador o a
al método de medicién empleado. Asi, por ejemplo, en cuanto a la Tierra, un sis-
tema de latitud y longitud es adecuado y sus referencias son la linea ecuatorial
(latitud 0°) y la linea que pasa por el Real Observatorio de Greenwich de Inglaterra
(longitud 0°).

El sistema de posicionamiento global o GPS (por sus siglas en inglés) emplea
como referencia cuatro satélites (de mds de 24 que se complementan) para ubicar
objetos sobre la superficie de la tierra. En este caso, los sistemas de referencia no son
un punto, sino al menos cuatro, y emplean una técnica denominada trilateracion.
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En los casos anteriores, se analizaron ejemplos de referencias fijas y otras que son
méviles o no tinicas. Por esta razén se hace ttil destacar un sistema de referencia
absoluto de un relativo.

Figura 13.2. Coordenadas absolutas y relativas

5 5
5|7 " 5] Y
i @025 {0.15)
X
™, X
\ Y Y
N \ {1010)
yl,.;, 1{39-‘5] {10_|U}j_j —x
/| L M (5,0) ‘
/ (15,10) (20,10) N 05 X X ‘i
A f309) P 010}
Y | (55) 55 X X
w W
% | %
(0.0) ©.0)

En la figura 13.2, a la izquierda, se ejemplifican coordenadas basadas en un
punto Gnico y absoluto u origen coordenado (0,0), es decir, son absolutas. En tanto,
a la derecha de la misma figura, se observa que las coordenadas de cada punto
estan escritas con referencia a su punto anterior (si el grafico se realiza de izquier-
da a derecha y de abajo hacia arriba). En este caso, se han empleado coordenadas
relativas al punto anterior.

Sistema de coordenadas cartesianas

René Descartes, fil6sofo, matematico y fisico francés, empleé por primera vez un
sistema de coordenadas ortogonales para definir la distancia al origen de las pro-
yecciones ortogonales sobre cada uno de los ejes. Esta representacién bidimensional
de dos lineas de referencia que se cortan para generar cuatro cuadrantes es amplia-
mente utilizada para el estudio de la mecdnica (figura 13.3).

Si se considera la torre de control de la figura 13.1 y sus ejes de referencia,
se puede saber que el avion se encontrard en una posicién X, Y, Z. Pero también
serd deseable su orientacién respecto de estos mismos ejes.
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Figura 13.3. Sistema de coordenadas cartesianas

Y

| PosP; = 4i'+ 5j

| PosP, =8i- 7]

La base ortonormal de este sistema se define mediante vectores unitarios o vec-
tores perpendiculares y de médulo la unidad.

Sistema de coordenadas
cartesianas espaciales

El caso anterior se extiende al espacio tridimensional definido por tres planos
que se cortan en el punto de origen. Este sistema de referencia define coordena-
das X, Y, Z como proyecciones ortogonales de una posicién sobre las tres aristas

que definen los planos XY, YZ y XZ (figura 13.4).

Figura 13.4. Sistema de coordenadas espaciales

V4 Z
Pe) [
%4 I
E "0 2
" ~ ;
O o=
?L'P‘“ 'I' r K
I :
X PLANOXY | Y X Y
[F=57+ 107+ 11K F=-51+7 [+ 6K ]|
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Sistema de coordenadas polares

Existe también el sistema de coordenadas polares para el plano 2D, que defi-
ne la posicién de un punto mediante un dngulo 0 (respecto del eje polar) y una
distancia r (desde el origen hasta el punto P). Se observa un ejemplo de esta re-
presentacién en la figura 13.5.

Figura 13.5. Sistema de coordenadas polares

X

‘ 2

IPosP = (r, 8°)
PosP, = (11, 45°) s

IPosP, = (8, 324°),

Sistema de coordenadas cilindrico

El sistema de coordenadas cilindrico ubica la posiciéon de un punto en el espa-
cio considerando un radio r (base de un cilindro imaginario), un dngulo respecto
de la direccién X de referencia, y la altura h (del mismo cilindro). La figura 13.6
ilustra el sistema y la ubicacién de un punto.
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Figura 13.6. Sistema de coordenadas cilindrico

Pos = (r, ¢, h) | Pos=(7,80%9)]

Sistema de coordenadas esférico
El sistema de coordenadas esférico ubica un punto considerando R (radio de una
esfera imaginaria), el dngulo 7t respecto a X en el plano XY, y el dngulo 0 respec-

to a la direccién Z en su sentido positivo (figura 13.7).

Figura 13.7. Sistema de coordenadas esférico

Z Z
<
\\
6 N
-1 <&
X Y X Y
Pos = (R, @, 6 )| Pos = ( 8, 70°,40°) |

184



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Mecénica de cuerpos rigidos

Sistemas de representacion de
orientacion en el espacio

Rotacion X, Y, Z

Considerando el ejemplo de la figura 13. 8, se puede observar que existen rota-
ciones en cada uno de los ejes del sistema de referencia asociado al avién, el mismo
que puede coincidir o no con el de la torre de control en tierra. Se sobrescriben
las rotaciones para cada eje como RotX, RotY, RotZ. Noétese que se presentan

los sentidos de giro positivos en cada eje.

Figura 13.8. Rotaciones de un objeto en el espacio

™ X (Norte}
~

Alabeo

C_:abeceo
Y (Este)

7
- Guifiada
ad

(Abajo)

T ! Yo

El sistema de navegacién de los aviones, asi como el de un teléfono celular en la
actualidad, estd dotado de sensores que permiten determinar el dngulo de giro
en cada uno de los ejes. Estos dngulos son aprovechados para un posicionamiento
automdtico de la aeronave o para aplicaciones de videojuegos en teléfonos méviles.

Angulos RPY

Tanto en el caso anterior como en este, los giros se realizan compariandolos
con sus equivalentes en los ejes X, Y, Z. En la ilustracion de la figura 13.9, se ejem-
plifican los dngulos de alabeo, cabeceo y guifiada scon sus términos en inglés:
“Roll”, “Pitch” y “Yaw” que otorgan el nombre a los dngulos de este apartado

y cuyo empleo es de terminologia ndutica.
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Figura 13.9. Rotaciones de un objeto en el espacio

Angulos de Euler Z-Y-X

A diferencia de los casos anteriores, los giros se realizan con respecto al siste-
ma de referencia {B} asociado al objeto (avién). La figura 13.10 presenta al avidn,
cuyo sistema {B} coincide con el de referencia {A}.

Figura 13.10. Sistema de rotacién — Angulos ZYX

L.
-

El primer giro, como su nombre lo indica, se realizard en torno al eje Z del
sistema {B}. En el ejemplo se ha rotado 0, = 90° en el sentido positivo segtin
la regla de la mano derecha (figura 13.10).
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El segundo giro se realiza en tornoa Y ,: en el ejemplo se ha rotado un dngulo 6,, = 30°;
y finalmente en el tercer giro se realiza sobre el eje X un dngulo 8, = 45°.

Del ejemplo se determina que los dngulos ZYX de Euler serdn: (90°, 30°, 45°)
(figura 13.11).

Figura 13.11. Sistema de rotacién — Angulos ZYX

Z
/li

ZE }
6z
B YE
T
\
XB
Y

Las rotaciones realizadas respecto del origen {A} son:

AR = fR* g R#* B3R (13.1)

A menudo y en muchas notaciones se conoce a los dngulos de rotacién de Euler
respecto de cada eje como: & (eje Z), 3 (eje Y), ¥ (eje X).

La siguiente corresponde a la matriz de rotacion para los dangulos de Euler ZYX,
y es importante describirla para usos posteriores.

A cosa - cosfB  cosa-senf-seny-sena-cosy  cosa-senf - cosy -sena-seny
BRZYX =| sena-cosB  sena-senf-seny+cosa-cosy sena-senf - cosy-cosa-sen
-senf cosp - seny cosp - cosy (13.2)
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Figura 13.12. Sistema de rotacién dngulos de Euler

De forma andloga a los dngulos anteriores, las rotaciones XYZ se realizan
de forma secuencial y respecto del sistema de referencia asociado al avién.

Enel ejemplo de la figura las dos primeras rotaciones no han variado. Sin embargo,
la Gltima rotacién se repite para el dngulo Z, que ha rotado debido a movimien-
tos anteriores (figura 13.12).

En el caso del ejemplo, los dngulos XYZ serdn: (90°, 30°, 90°)

La expresion matricial que determina la rotaciéon de los dngulos de Euler

XYZ respecto del origen {A} serd:

A cosa - cosf - cosy - sena - seny - cosa - cosf - seny - sena - cosy ~ cosa - senfy
B R = sena - cosf - cosy - cosa - seny - sena - cosf - seny + cosa - cosy  sena - senfy
ZYX - senf - cosy senp - seny cosf)
(13.3)

En esta expresion, los dngulos respecto de los ejes de rotacion serdn:

a(ejeZ), BefeY), Y (ee Z)
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Posicion y orientacion de un objeto en el espacio

Una vez descritas las multiples representaciones de posicion y orientacién de los
objetos en el plano y espacio, se empleardn en el desarrollo de esta temdtica, para
la posicidn, el sistema coordenado tridimensional y para la orientacién el siste-
ma de angulos XYZ.

Se explican a continuacién fundamentos de la posicién de un sistema coor-
denado respecto de otro, en vista de que los vehiculos y sistemas de navegacion
poseen un sistema propio o incorporado, que a menudo se mueve respecto de otro

relativamente fijo.

Se denominard sistema de referencia {B} al sistema asociado al objeto que se mo-
verd, mientras que un sistema {A} corresponderd a un sistema de referencia estatico.
Para comprender la rotacién del sistema de referencia {B} respecto del {A}, se obser-
vard la figura 13.13. Sobre las direcciones X y Y, se han colocado vectores unitarios
X " Y N indicando sus sentidos positivos. El nuevo sistema de referencia {B} se ubica
Se colocan ademads los unitarios en los ejes

. . N
en la posicién definida por *P_ ...

del nuevo sistema {B}.

Figura 13.13. Traslacién de un sistema B respecto de uno A

{A}

(13.4)

El sistema de referencia B rotard un dngulo 6 en torno a su eje Z (figura 13. 14)
que apunta hacia el lector. Para representar la rotacion y posicion del sistema
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se empleard notacion de vectores y matrices, las mismas que permitirdn, a futuro,
realizar operaciones para determinar representaciones mas complejas y de utilidad.

Figura 13.14. Traslacién y rotacién de un sistema B respecto de uno A

{A} % Xe

El origen del sistema {B} no ha variado, en tanto que su rotacién sera:

_ AXB A?B (13.5)

Notese que las direcciones X y Y, son afectadas por el dngulo 6, por lo que para
hallar sus nuevas direcciones se especificardn las proyecciones que estas poseen
sobre los ejes de referencia X y Y del sistema {A} en funcién del dngulo 8, obte-
niendo asi que:

A ryy Iy cosO —senO
""" ORGB 21 r22] [ sen®  cosO (15-6)

La expresion anterior se conoce como matriz de rotacién. En la primera columna
se escribirdn las componentes X y Y de la nueva direccién aX , del eje del sistema
{B} respecto al sistema {A}. La segunda columna describird la nueva direccién A?B
del eje Y del sistema {B} respecto del sistema de referencia {A}. Lo anterior quie-
re decir que r  y r, describirdn la orientacién del nuevo eje X en {B}, en tanto

que r, y r,, describirdn la orientacién del nuevo eje Y en {B}.

En algunas aplicaciones resulta de interés determinar la posicién de un punto P res-
pecto del sistema base {A} teniendo su posicién respecto del sistema {B}, para
lo cual habrdn de utilizarse las expresiones siguientes.
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AP, = PP, + AP, icn (13.8)
Ejemplo 51:

Una podadora automadtica controlada por ordenador (figura 13.15) se encuentra
en una cancha de fatbol. Inicialmente, el vehiculo estd en el centro de la cancha.
Se moverd hasta la posicién V. y luego a V.. El software de control requiere estas
posiciones y orientaciones para ubicar al robot y realizar tareas posteriores.

Figura 13.15. Ejemplo de posicién y rotacién en el plano

120 m

18 m

90 m

~30m 40 m

El origen de referencia se encuentra asociado al centro de la cancha. Por tanto,
la posicién y rotacién para V| respecto del origen X'y Y serd:
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Figura 13.16. Posiciones y orientaciones (ejemplo)

Posicion V,

30°

Y zézj X;
1 (\
""""" +
1 Y Posicion
27 inicial

30 X

>

ku 20 -

X, A |25

Posicién de V1= <_30
27

Rotacién de V - | €0s(=30°) —sen(-30°) _ | cos(330°) -sen(330°)
" | sen(=30°) cos(~30°) sen(330°)  cos(330°)

Se han respetado los sentidos de los ejes de referencia para la distancia negati-
va, asi como el sentido de rotacién antihorario como positivo.
La posicién V, tendrd la posicién y rotacion:
L 20
Posicién de V, =
-25

Rotacién de V ; cos(-155°) —sen(-155°) _ cos(205°)  -sen(205°)
sen(-155°) cos(-155°) sen(205°)  cos(205°)

192



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Mecénica de cuerpos rigidos

Rotacion en el espacio

En apartados anteriores se abordé la rotacién de un objeto en el plano. En este
literal, se extienden los criterios anteriores a la determinacién de la rotacién de un
objeto en el espacio.

Dados los tres ejes X, Y, Z que delimitan el espacio euclideo, sobre cada uno de
estos se podra rotar un objeto y se obtendran las rotaciones Rx, Ry y Rz.

Si un objeto no posee rotacién en ningin eje, se representard mediante la si-
guiente matriz identidad:

100
R=1 010
001

La figura 13.17 serd de utilidad para comprender el origen de las matrices de ro-
tacién empleadas para determinar la posicién y rotacion en el espacio.

Figura 13.17. Matrices de rotacién en el plano

z
1 0 0
0 (cos& ] Fsend]
0 (sen§ ](cosa])
Z,
Y
Yo
Y, Y
Yo
X4 (cosg |[seng] 0
g
0 0 1
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En la figura anterior se observan los ejes de referencia X, Y, Z,, proyectados
en los planos XY, XZ, YZ. Se han colocado los ejes que rotan X, Y, Z . En cada
plano se ha rotado el sistema de referencia con ejes de subindices 1, median-
te los dngulos 6, 6, 0,. Las direcciones de las nuevas componentes cambiardn

de direccién para generar las matrices de rotacién descritas en la figura anterior.

cosB, -senb, 0
Rotacién en torno a eje Z: senf, cosb, 0 (13.9)
0 0 1
cosO 0 —senB
1A : . Y Y
Rotacion en torno al eje Y: 0 ) 0 (13. 10)
L senf, 0 cosB,,
' . 1 0 0
Rotacion en torno al eje X: 0 cosex —senGX (13.11)
0 senf,  cosO,

Para emplear de forma adecuada estas rotaciones, bastard con identificar el dn-

gulo que ha rotado un objeto en el espacio y reemplazar en la matriz adecuada.

Ejemplo 52:

El avion de la figura se ubica en el espacio y ha girado en cada uno de los ejes

los dngulos especificados, segin la instrumentacion del sistema de control de la

aeronave. Escribe las matrices de rotacién y la posicion del avion.
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Figura 13.18. Ejemplo de matrices de rotacién en el plano

(cos(-100) O (-sen(-10))

Z
o 1 o0 1 o o
Gen(19) O (Costio)) 0 (cos35") (sen35%)
: ; 0 (sen35Y) (cos35)
10°

QisMHC|as en
Hiemetos (cos(-15) ) (sen(-15) O

Genrim) (c073) 0
) o 1

Hay en la figura 13.18 un punto interno de la nave que representa su centro
de masa y ayuda para determinar la posicion del avidn segtan la rejilla de cada
plano. Mediante esta referencia y sabiendo que cada division representa 1 km, en-

tonces la posicién de la aeronave respecto de la torre de control sera:

15
Pavi(’m = 10
9
Rotacis .. -cos(—lio) -sen(-15°) O
otacién en torno a eje Z: sen(-15%) cos(-15°) 0
0 0 1
cos(-10°) 0 —-sen(-10°)
Rotacion en torno al eje Y: 0 1 0

sen(-10°) 0 cos(-10°)

1 0 0
Rotacion en torno al eje X: 0 c0$35° _sen35°
0 sen35° cos35°
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Una vez halladas las matrices del problema planteado, se han obtenido tres ma-
trices de rotacion y un vector de posicion. La multiplicacion de las tres matrices
de rotacién dard finalmente la matriz de rotacion total para el avién, empleada
en la obtencién de la matriz de transformacién abordada a continuacion.

Matriz de transformacion

Una matriz de transformacién ATB toma la forma:

1 00 AXB
A A A
ATB: 2R Pos, _ 01 0 7Y, (13.12)
000 1 0 0 1 AZB
0 0 0 1

En donde “ R representa la matriz de rotacién de tres filas y tres columnas
de dimensidn, halladas del producto de las rotaciones de un objeto.

“4Pos,, es un vector formado por las posiciones X, Y, Z en las que se encuentra
un objeto con su sistema de referencia B respecto de un sistema A.

Los ceros y el valor uno en la Gltima fila de la matriz son términos triviales
que componen la matriz para darle dimensiones 4 x 4 y facilitar las operaciones
de transformacion.

Ejemplo 53:

Escribe la matriz de transformacién T, *T .y °T . para las posiciones del avién
de la figura del ejemplo 52.

Del ejercicio correspondiente, se obtuvieron la posicién y las rotaciones en cada
eje. Para obtener la matriz de transformacién requerida se deberd obtener * R.

Se debe partir del producto de las rotaciones en los ejes y “Pos,, cuyo vector
describe la posicion en el espacio del avion {B} respecto de la torre de control {A}.

ABR:RX'RY.RZ
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Dado que el producto de matrices solo se define para dos matrices, es valido
asociarlas y multiplicarla por la tercera. Por tanto,

1 cos( 10°) 0 -sen(-10°)
R, -R, = 0 cos 350 -sen 350 1 0
0 sen 35°  cos 35° sen (-10°) O  cos (-10°)
cos (-10°) 0 —sen (-10°)
R . R =
x —sen 35° - sen (-10°)  cos 35° —sen 35° - cos (-10°)
cos 35° - sen (-10°) sen 35° cos 35° « cos (-10°)
cos (-15°) -sen(-15° O
R0 | sen(-15°) cos(-15°) 0
0 0 1
R : -cos (-10°) O -sen (—100)-
0 1 0
sen (-10°) O cos (-10°)
1 0 0
Ry: 0  cos35° —sen 35°
0 sen 35° cos 35°
0,9408 -0,245 0,17
"R=R R, ‘R, = ~0,1119 0,8114 -0,5586
-0,2763 0,5123 0,8036
En tanto que la posicién sera:
15
“Pos, = | 10
9
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Al reemplazar estas expresiones como componentes de la matriz de transfor-
macion, se tendrd:

0,9408 -0,245 0,17 15

ap _[ AR APOSBJ_ -0,1119 08114 -0,5586 10

B

000 1 -0,2763 0,5123 -0,8036 9
0 0 0 1
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1:

Escribe la matriz de transformacién 7T, “T _y °T . para las posiciones del avién
de la figura 13.19 (las divisiones de la cuadricula son en kilémetros).

Figura 13.19. Grifico del ejercicio

Nombre: Calificacion:
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e Capitulo 14

distemas equivalentes
de fuerza

La aplicacién de fuerzas concu-
rrentes permite un andlisis de gran
utilidad en muchas situaciones.
Sin embargo, al tratarse de un cuerpo
s6lido rigido, este puede poseer mul-
titud de puntos en donde la fuerza
actta. Por ello se han elegido puntos
como el centro de gravedad para re-
presentar la accién de fuerzas como
el peso. La fuerza normal de un auto
se ubica en los puntos de contacto

de las llantas, pero puede representarse
como una fuerza en el centro de gra-
vedad en casos sencillos (figura 14.1).

Las fuerzas del viento y lluvia que ac-
tdan en un auto también suelen trasladarse
al centro de masa sin tomar en cuenta c6mo
inciden en la superficie del vehiculo. La va-
riedad de fuerzas actuantes (figura 14.2) y los
puntos pueden dificultar el andlisis. Por ello, es per-
tinente considerar criterios de sistemas de equivalentes
de fuerzas que nos permiten cambiar convenientemente

la posicion de las fuerzas o acciones efectuadas a fin de generar

casos mds sencillos e intuitivos de resolver.

Figura 14.1. Diferentes fuerzas aplicadas en un objeto
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El conjunto de fuerzas que actiia sobre un cuerpo rigido puede reducirse a todo
tipo de fuerza, una de cardcter interno y otras externas. Para considerarlas en fu-
turos andlisis se describen las de mayor incidencia.

Las fuerzas internas son originadas por la interaccién de particulas o dtomos
que forman parte de un mismo cuerpo o sistema, mientras que una fuerza exter-
na es generada debido a la interaccién de una particula con otra de otro cuerpo
o0 sistema.

Las fuerzas por diferencia de presién interna son las que tienden a hinchar
un globo de helio 0 mantienen extendido el caucho de las llantas en vehiculos.
Asf se logran mantener practicamente rigidas ante la carga del peso del vehiculo.

Las fuerzas de origen térmico en materiales son las responsables de efectos
de deformacién.

Figura 14.2. Clasificacién de las fuerzas

{wmmmlnm]

| FUERZAS INTERNAS | | Fuerzas de origen témico en material |

Mantiengen wnidaes s
particulas o partesque
forma ol cuerpd rigido

{medlmhrmmmm }

{Tumm mediante r.umu]

FUERZAS

{qudemmmnmm]

| FuERZAS EXTERNAS | (Fuerzas normales y reacciones en apoyos |

Resultado de la acciin
que efercen olros CUErpos
sobre un cuerpo rigido

{qu aplicadas punitual o .:mimmmm-]

{Fuazunmnﬂnmdﬂ afraccidn o repulsion ]

{Eiecm demwwgudelm]
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Principio de transmisibilidad

De modo experimental, se ha determinado que una fuerza puede remplazar-
se por otra equivalente que tenga la misma direccién y sentido siempre y cuando
esta actte a lo largo de la misma linea de accidn, sin que esta cambie el efecto

que realiza sobre el s6lido rigido. Estas dos fuerzas se denominardn equivalentes
(figura 14.3).

Figura 14.3. Ejemplo de principio de transmisibilidad

;

Y

Peso

La figura 14.4 presenta un ejemplo del principio de transmisibilidad. El grifico
izquierdo presenta las fuerzas de tensién de las cuerdas en dos puntos de anclaje
superiores; el grifico derecho, en puntos de anclaje mds bajos, pero en la misma
linea de accién. Por tanto, las tensiones del derecho son equivalentes a las ten-
siones del izquierdo. El peso del auto en la misma figura puede representarse
en varios lugares de la linea vertical de accién, como se puede ver en ambas figu-
ras. Asi también logran ser equivalentes.

Figura 14.4. Ejemplo de transmisibilidad de una fuerza

Un ejemplo mds intuitivo es el efecto de la fuerza de una persona al empujar
un vehiculo, la misma que puede ser perfectamente reemplazada por una fuerza
de tensién por la traccién de una cuerda desde el lado opuesto al vehiculo, sien-
do estas dos fuerzas equivalentes.
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Momento de una fuerza respecto a un punto

Considere una fuerza F aplicada en un punto A de la rueda (figura 14.5). En este
caso, se considerard la posicion A mediante un vector de posicién r respecto
del centro de giro de la rueda.

El momento de F respecto de O se define como el producto vectorial de r y F
mediante la siguiente ecuacion:

Mo-=1rxF (14.1)
Mo = vF - sen @ = Fd (14.2)

Dado que el dngulo en un punto tangencial de la circunferencia exterior forma
90° con la direccion del vector r, entonces la funcién seno de un dngulo recto val-
drd 1y se simplificard la expresién convenientemente.

Figura 14.5. Momento de una fuerza respecto a un punto

Como se puede deducir claramente, la fuerza F tenderd a rotar el sélido rigi-
do en torno al punto O en sentido antihorario. Dado que la fuerza normalmente
se emplea en newtons (N), al multiplicarse con una posicién en metros, se tendra
que las unidades del momento serdin N + m (newton por metro).

Si la fuerza no formara convenientemente un dngulo recto, entonces se buscara
una distancia perpendicular a esa fuerza mediante la cual se podrd validar el cdlculo.

Si la fuerza no formara un dngulo recto, entonces se buscard una distancia per-
pendicular a esa fuerza mediante la cual se podrd validar el momento realizado.
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A menudo, los momentos también, al igual que los vectores, se analizan en cada
eje (figura 14.6). Por ello, se aclara que el momento en cada eje se obtendrd de las

expresiones:
M, = M, - cos GX (14.3)
M, = M, - cos GY (14.4)
M, = M, - cos GZ (14.5)

Figura 14.6. Proyeccién del momento en los ejes cartesianos

N

En las ecuaciones planteadas, Mx, My, Mz son los momentos correspondientes
a cada eje (figura 14.7), en tanto que 8, 0., 8, son los cosenos directores que dan

informacién de la direccién al vector unitario de Mo‘
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Figura 14.7. Base para truco del “levitador”

Distancia OA: 120 cm
Distancia AB: 35 cm
Distancia BC: 45 cm
Distancia CD: 25 cm

Ejemplo 55:

Los magos callejeros poseen un viejo truco de levitacion que consiste en una base
similar a la figura 14.8. Se sientan en el punto E, en donde se concentra la carga
aplicada de su peso. El resto de la estructura es tapada con un manto y la mano del
“levitador” sujeta la estructura en el punto A. Asi se hace creer que es un simple
bastén AO. La estructura es sujetada firmemente a la base en el punto O a fin de
evitar el vuelco de la estructura.

Se desea obtener el valor del momento en el punto O a fin de realizar un posterior
diseflo con otros materiales. Obtén el momento debido a la fuerza con respecto
al punto 0, si se sabe que el peso del mago es de 55 kgf.
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Figura 14.8. Fuerzas en base de truco del “levitador”

M =+ .F

O

¥= 17,57 + 457

Fuerza

ﬁso
L"‘ -

+ 95k

Fuerza = 55 kg

F' =07 -(55-cos 85 -

(55 - sen 85°) £~

F =0i -48; -548%F

Z.—) ].—> ,é_)
P -F = -17,5 45 95 |=| 45 95| -
0-48 -54,8 | |-48 -54.,8

_17,5 95
0-54,8

7 +}17,5 45
0 -48

M, = (=2466 + 4560) 7~ - (959 - 0) 7~ + (840 - 0) &~
P”.Q =2094i -959; -840k

El momento obtenido M%O, por definicién, tendrd direccién perpendicular

al plano formado y pasard por el punto O.
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Momento de una fuerza respecto de un eje

A menudo la determinacién del momento considera el eje de rotacion del ele-
mento de estudio. Por ejemplo, en la figura 14.9, el momento que realiza la mano
a través de llave de tuerca se alineard con el eje de rotacién de la tuerca en senti-
do vertical.

Figura 14.9. Momento de una fuerza respecto de un eje

La figura 14.10 ilustra el caso en que el momento generado se proyecta sobre
un eje AB que no coincide con los ejes principales. Para proyectar el momento My
obtener M, , deberd grificamente formarse un tridngulo rectdngulo mediante
una linea perpendicular que parte del extremo de M| hasta el eje AB. Se subtien-
de el dngulo 6, para que permita la determinacion de M, ..

M,, =M, - cos@AB
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Figura 14.10. Proyeccién de un momento en un sentido especificado

<
My

: NN

Teorema de Varignon

Este teorema enuncia que: «Dadas varias fuerzas concurrentes, el momento
resultante de las distintas fuerzas es igual al momento de la resultante de ellas,
aplicada en el punto de concurrencia».

En la actualidad, este enunciado podria presentarse algo obvio dado el uso
de vectores. Sin embargo, en la antigiiedad, resulté de suma importancia, ya que
el concepto de vector atn no se utilizaba. Este teorema, enunciado por primera
vez por el matemdtico neerlandés Simén Stevin (siglo XVII), toma su forma ac-
tual gracias al matemdtico Pierre Varignon (1654-1722).

La expresion para el momento resultante sera:

M,=Y0PxF, =0Px (LF)=O0PxF 146

En esta ecuacion, el punto O corresponde al origen y P, al extremo de la posi-
cién donde se ejecuta la fuerza. F representa las fuerzas aplicadas.

Para ilustrar este teorema se empleard la figura 14.11. En la misma, existe
una barra articulada en el punto A (origen). Se aplican las fuerzas F , F, y P debi-
do al peso de la viga fija a la articulacién en A.
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Figura 14.11. Teorema de Varignon (ejemplo)

F,=220 N

Dadoque M =M + M, + M:

Figura 14.12. Fuerzas para teorema de Varignon (ejemplo)

3?":'-—.._

La anterior figura ilustra de forma mds clara las fuerzas y los dngulos en las
que estas actian. Cabe resaltar que la distancia perpendicular desde A hasta
los puntos de aplicacién de cada fuerza en funcién del dngulo respectivo ser:

7., = 3,8 - sen 53°

r., = 3,8 sen37°
r, = 1,9 - sen 37°
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De donde los momentos serdn:

F -r, -sen53°=-150-3,8-sen 53°
B F2-rF2-sen37°=—220-3,8-56%370
M,=P.r,-sen37°=-100-1,9 - sen 37°

1

M
M

De esta manera, el momento total serd M, = - 1072,74 Nm.

Empleando el teorema de Varignon, el momento determinado puede ser re-
emplazado por una sola fuerza a una distancia especifica y lograr el mismo efecto
de estas tres fuerzas del ejemplo.
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Ejercicios propuestos

1. Calcular el momento que ejercen las fuerzas representadas en la figura sobre
los puntos A y B.

Figura 14.13. Grifico del ejercicio

3KN
2KN
H
3
)
Q
1KN Ale

S
B -~
® Q

A
4KN 5
N
S

\

Nombre: Calificacion:
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Ejercicios Propuestos

2. Obtén el momento que ejercen las fuerzas de la figura sobre el punto A.

Figura 14.14. Grifico del ejercicio

0,5m

Nombre:

Calificacion:

A
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Capitulo 15

Equilibrio de
cuerpos rigidos

El equilibrio en particulas usaba
como criterios base las sumatoria
de fuerzas en cada uno de los ejes para
justificar el estado de reposo de la
particula. Sin embargo, el cuerpo ri-
gido también es susceptible del punto

de aplicaciéon de las mismas en vista

del momento que genera. Por esta razon,

los criterios que justifican el equilibrio
son los siguientes:

YEF=0 ZMozZ(er)zo (15. 1)

Dado que la fuerza y el momento se descompon-
drin en andlisis posteriores en los ejes principales X, Yy Z,
se tiene que:

YE =0 XF =0 YFE, =0 (15.2)

XM, =0 XM,=0 XM, =0 (15.3)

Y

Un cuerpo rigido por tanto estard equilibrado cuando exista un balance de fuer-
zas y momentos en todos sus ejes.
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Distribuidas

En maltiples casos de la estdtica, se emplean cargas distribuidas. Los mds comu-
nes son aquellos en que la carga estd uniformemente distribuida. En vista de ello
y antes del andlisis de equilibrio, se abordan de forma breve.

Cargas distribuidas en elementos horizontales

A menudo las vigas horizontales en edificaciones soportan cargas de muros,
losas, balcones y otras situaciones de carga uniforme, como se ilustra en la figura.

Figura 15.1. Carga uniforme en viga

o

> -

La carga en estos casos puede representarse de dos formas diferentes. La primera,
como una carga P ubicada en el centro de la viga de longitud L, (figura izquier-
da) o como una carga distribuida graficada con una serie de flechas a lo largo de la
viga y en el mismo sentido de la fuerza P (figura derecha).

Estas cargas podrdn convertirse de manera adecuada para el andlisis median-

te la expresion:

(15.4)

En donde q es la carga distribuida por unidad de longitud, cuyas unidades
seran kg/m para el SI.
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Cargas distribuidas en elementos inclinados

Cuando el elemento no es horizontal, las cargas uniformes se pueden conside-
rar de dos maneras de acuerdo con sus dimensiones.

Figura 15.2. Carga uniforme en viga inclinada

La figura 15.2 presenta una viga inclinada un dngulo 0 respecto de la linea hori-
zontal. La fuerza uniformemente distribuida la ejerce un muro cuyo valor de carga
deberd variar debido al dngulo. Este sistema posee dos dimensiones: L. que repre-

sentan la longitud inclinada de la viga, L, que serd la longitud horizontal de la
misma (figura 15.3).

Figura 15.3. Carga en funcién de L, o L,

Considerando la figura, se denominard a las cargas:

q: carga distribuida con respecto a la longitud horizontal

q'’: carga distribuida con respecto a la longitud inclinada

Se empleardn las siguientes relaciones para intercambiar de forma ttil
los términos.
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q'=P q=P
Li Lh 15.5)

Se ha de considerar que las cargas uniformes, por tener un dngulo de inclina-
cién, tendrdn componentes que acttian de forma longitudinal y transversal al eje

longitudinal de la viga (figura 15.4).

Figura 15.4. Componentes de una carga uniforme en viga inclinada

Considerando el eje X a lo largo de la viga y el eje Y perpendicular, la fuerza P

poseera componentes Px, Py, y q generara componentes gx, qy.

Las componentes mencionadas se pueden determinar mediante las siguientes

expresiones.
Px=P - -sen0 (15.6) Py =P - cos O (15.2)
_ P_X _ P-sen 0 _ i .
gx = L. = Thjcose (15. 3) qQy = L sen® - cosO (15.4)
qx =sen® - cos®  (15.5) qy = Pcos? 8 (15. 6)
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Equilibrio en dos dimensiones

El andlisis de objetos en el plano reduce el namero de variables y por tanto
ecuaciones proponiendo casos simples. De las seis ecuaciones planteadas para
el caso general, con el empleo de tres bastard para resolver las incégnitas del sis-
tema, siempre y cuando existan tres incognitas.

Cabe aclarar dos casos importantes que se deben tomar en cuenta antes del ana-
lisis estatico (tabla 15.1). Existen casos de estructuras estiticamente determinadas
y estaticamente indeterminadas y, dependiendo de su naturaleza, el procedimien-
to de andlisis debera seleccionarse adecuadamente.

Tabla 15.1. Vigas estdticamente determinadas e indeterminadas

VIGAS ESTATICAMENTE
DETERMINADAS
L ; ’ L ' L
VIGAS ESTATICAMENTE

INDETERMINADAS

9 L L L

Estructuras estaticamente
determinadas (isostaticas)

A menudo el problema de estdtica es resolver o calcular las reacciones en apo-
yos o calcular fuerzas para alcanzar el equilibrio del sistema.

El ndmero de incgnitas depende del tipo de apoyo, las fuerzas y los momentos
que actGan. Se trata de un sistema isostatico o estiticamente determinado cuando
el nimero de ecuaciones de la estdtica son suficientes para calcular esas incognitas.

El caso de una estructura en el plano de tendrd maximo tres ecuaciones inde-
pendientes para un maximo de tres incégnitas. Algunos ejemplos de este tipo
se presentan en la figura 15.5.
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Estructuras estaticamente
indeterminadas (hiperestaticas)

Cuando las ecuaciones de la estdtica no son suficientes para resolver las in-
cognitas, existen métodos que consideran las reacciones internas, en cuyo caso
es relevante el empleo de las caracteristicas del material, el tamafo y la forma
de su seccion transversal. En este caso, se trata con sistemas hiperestaticos o esta-

ticamente indeterminados.

Ejemplo 56:

Se presenta el pértico de la figura 15.5. En el mismo, acttian una serie de fuer-
zas y cargas distribuidas. El pértico isostatico soporta una carga de 1000 kg en
el aire. Posee una viga inclinada BC cuyo peso respecto de su longitud horizon-
tal es de 5 kg/cm. Se despreciard el peso del resto de elementos de la estructura.
Determina, segtn el sistema de referencia X e Y, cudles son las reacciones en los

apoyos A y B.

Figura 15.5. Ejemplo para andlisis estdtico

1000 mm

Viga de hormigon
gq=5 Kg/cm

1200 mm

X
(o]
................................. B 1
\
Tuberia de acero g
peso=2 kg/m §
D
™~
D y
Articulacion
de rotacion Empotramiento
Carga 1000 kg 3000 mm

< >
<< >
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Como primer punto, se puede identificar el tipo de apoyo. En A, existe un apoyo
de rodillo que generard una sola reaccién Ay vertical e intuitivamente hacia arriba.
En B hay un empotramiento caracterizado por dos reacciones: una Dy en direc-
cién vertical y otra Dx en direccién de X. Actuard también en el mismo punto

un momento MD (figura 15.6).

Figura 15.6. Fuerzas para andlisis estdtico (ejemplo)

- A=P/ls_
- v v v v v ¥v¥y v v v v ¥ A
o ,.‘PC? E
Y A~ 60° ot
| 500 Kgf C
E &I F I
1000 mm
-}
E E
E E
2 2
= =
Mg
nhvel del plso -
A D
. N T_‘,;}
Aoy A Dx
000 mim
- = | Dy

Las fuerzas que actdan en el sistema a lo largo del eje X son Dx y 500 kgf.

Las fuerzas que actdan en el eje Y son Ay, Dy, 866 kgf'y P.

Las fuerzas de 500 kgf y 866 kgf son resultado de la descomposicion de la fuer-
za aplicada en el punto E (1000 kgf), mientras que P se obtiene como equivalente

de la carga distribuida q y la longitud horizontal L ,.

Se asumird el sentido de las reacciones Dy y Dx. Si el sentido elegido arbi-

trariamente nos genera una reaccioén positiva, este serd el sentido correcto; si no,

el contrario.
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Las ecuaciones de utilidad para este caso en el plano serdn:

YF, =0 YF, =0 M, =0
YE, =0 P-q-L
Ay - Dy - 866 - P = 0 P=5(k_g)~300(crn>
Ay + Dy - 866 - 1500 = 0 o

P -

Ay + Dy = 2366 kgf 1500 kg
YE =0
~ Dx - 500 = 0
Dx = - 500 kgf
XM, =0
866 (4000) + 500 (2000) - Ay (3000) + 1500 (1500) = 0
Ay = 2238 kgf
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Ejercicios propuestos

1. Una pluma uniforme de 2 kN estd sostenida mediante un cable, como
se muestra en la figura 15.7. La pluma estd articulada en la parte baja, y un
objeto de 3 kN cuelga de su parte superior. Encuentra:

a. La tensién en el cable.

b. Las componentes de la fuerza de reaccién que ejerce el suelo sobre
la pluma.

Figura 15.7. Esquema del ejercicio

2. La barra AC soporta dos cargas de 200 N, como se muestra en la figura
15.8. Los rodillos A y C descansan sobre superficies sin friccién y el cable
BD estd unido en B. Determina la tensién en el cable BD, y ademas las re-
acciones en los puntos A y en C.

Figura 15.8. Esquema del ejercicio 2

OI 108 ml O,24m ‘!OBmI

0,4m

Nombre: Calificacion:
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Capitulo 16

Centroides vy
centros de gravedad

En andlisis del comportamiento
de los cuerpos es indispensable el em-
pleo y comprensién de los conceptos
centroide y centro de gravedad.

El centroide es una caracteristi-

ca geométrica de las formas lineales,
planas, superficiales o sélidas que con-
sidera la forma en la que se dispone

la materia sin importar su composicion.

Un cubo, por ejemplo, poseerd su centroide
en el centro de su diagonal mayor, mientras
que una esfera lo tendrd en su punto mds in-
terno (figura 16.1).

Figura 16.1. Centroide y centro de gravedad de figuras

geométricas

CENTROIDE
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Centro de gravedad es un término de cardcter fisico que se asocia con la distri-
bucién de la masa en un cuerpo. Por tanto, si el mismo cubo del ejemplo anterior
tuviera mds masa en su base, como lo representa el color gradiente, su centro
de gravedad estaria mas bajo que su centroide. En el caso de la esfera, la represen-
tacion sugiere una concentraciéon de masa en su lado izquierdo, lo que desplazaria
su centro de gravedad hacia alla.

Centro de gravedad
de cuerpos bidimensionales

Tanto las figuras planas como las lineas se definen en dos dimensiones, ambas
con una sucesién de n puntos, cada uno de ellos atraidos por el campo uniforme
gravitacional hacia el centro de la Tierra.

ZFZ W = AWI + AWZ + oo+ AWn (16.1)

Figura 16.2. Peso de un cuerpo bidimensional

La figura 16.2 propone la descomposicién de una superficie plana en n partes
en las que actuard un diferencial de fuerza debido a la atraccién gravitacional AW.
En efecto, cada particula del objeto es atraida al centro de la Tierra. Representar
el peso ubicado en el centro de gravedad es una convencién que facilita y torna
mds intuitivo el andlisis, como en la figura 16.3.
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Figura 16.3. Determinacién del centro de gravedad

Z

X

XM : XW =x AW1 + x, AW, + = + x AW (16.2)
ZMY D YW=y AW, +y, AW, + vy AW (16.3)

Si se expresan de forma infinitesimal los fragmentos de una superficie o un ele-
mento lineal como un alambre extendidos sobre el plano XY, se tienen las ecuaciones
siguientes, mediante las cuales se han de determinar el peso W y las coordenadas
del centro de gravedad X y y (figura 16.4).

W = [ dW (16. 4)
XW = [x.dW (16.5)
yW = [ y.dW (16.6)
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Figura 16.4. Centro de gravedad en un elemento lineal

Para placas o materiales de seccién uniforme y homogénea, el peso de esta se ex-
presard como:

AW =yt - AA (16.7)

Y es el peso especifico (peso por unidad de volumen) de la placa, t corresponde
al espesor de la placa y AA es el drea del elemento de placa.

Dada la expresion anterior, para toda placa homogénea y de seccién uniforme A,
el peso total W sera:

W = ytA (16.8)

Al sustituir AW y W en las ecuaciones de momentos, se obtienen expresiones
en funcién del drea.

XM VA =y AA +y,AA + - +y AA (16.9)

X

YM )_(Ale AA + X, AA2 o X AArl (16. 10)

y
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Dividiendo el drea de forma infinitesimal se definen las expresiones para deter-
minar la posicién en funcién del 4drea.

XA = [x-dA (16.11)
VA =[y-dA (16.12)

Finalmente ha de definirse la posicién del centro de gravedad para un elemen-
to longitudinal como una cuerda o un alambre de seccién transversal constante
y homogéneo en su composicion.

XL =[x-dL (16.13)
yL =]y .dL (16. 14)

Las expresiones anteriores sirven siempre y cuando se conozca de forma perfecta
la funcién matemadtica que debe integrarse a fin de lograr hallar las coordenadas.
Es practico para la mayoria de casos de este documento el empleo de un formula-
rio de referencia. Siempre que se requiera, el lector podrd consultar la tabla 16.1,
que le guiard en la obtencién del drea y la posicion del centro de gravedad.

Tabla 16.1. Area en secciones planas

[ A
Cuadrado Rectangulo
A=a*a=a’ 2 A=a*b °
a a
Triangulo Paralelogramo
. — b
Trap;ti{b: b, Circulo
_ B+D A=n*r?
- R
d#h
. J
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Centro de gravedad en superficies
planas y alambres compuestos

Tabla 16.2. Momentos de inercia en secciones planas

é Yoo N
fer -ﬁbh' a,-;bn' ¥ 1
. . , | Semicirculo Iy =1y = gurt
Rectangulo h 2 o fa=gzt'h b =3bh .
1 . Jo =—mrt
a X h"ﬁﬁh[b' + At o r % 4
¥
1
Lo = g bh? e =ly=—nur
Tridngule h ! Cuarto de circulo | & .
'y - hR3 = =t
.f:- :IIM' 0 r N .fc- E"T"
-—a .
4 ¥ R
- - 1 ¢ = —md
for = * =;J‘I!t’l 4
Circulo [ L % ) Elipse I, = cna%
X
fo = rd O r x 1 .
Is = = mab{a® + b
A A

Para maltiples aplicaciones de ingenieria y mecanica, la obtencién del centro
de gravedad (tabla 16.2) puede resultar atin mds extenso si se trata de regiones
planas irregulares o ensambladas con partes, como puede ser el caso de vigas com-

puestas por multiples perfiles de acero.

En este apartado se estudiard este caso partiendo de la figura 16.5, que repre-
senta una figura compuesta, ya que no se trata de una figura simple sino de la

unién de cuadrados y tridngulos.

Figura 16.5. Area de seccié compuesta

W
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La figura 16.6 presenta ademds el plano como un todo y dividido en un rec-
tangulo y tres tridngulos cuyas bases se alinean convenientemente con el eje X.
A partir de las posiciones de los centros de gravedad de cada regién, se podran
obtener las coordenadas del centro de gravedad de la figura total, para lo cual
se igualaran sus momentos mediante las expresiones siguientes.

XM YW, + W+

-+ W)= )_(1W1 + )_(2W2 + o )_(an (16.15)
IM 0 X(W + W, + ..+ W) =W +§W, +..+§W  (16.16)
Figura 16.6. Determinacién del centro de gravedad en seccién compuesta
Y
_____________________ by CG
:. a X
o
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Y A1 ‘v A2
A3
sy by A4
ty
X
o -~
De forma compacta tendriamos:
XM : YW = ¥xW (16.17)
XM XYW = yywW (16.18)

El centro de gravedad de una placa homogénea y de espesor uniforme coinci-

dird con su centroide y su ubicacién en el eje X y Y

Qx=YA +A, +...+A)=FA +JA +...+JA (16.19)
Qy=XA +A + ... +A)=XA +XA +...+XA (16.20)

De forma mas general se tendrian las ecuaciones:

Qy = XXA = YXA (16. 21) Qx = YXA = XYA (16. 22)
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Ejemplo 57:

Se requiere determinar el centro de gravedad de la placa perforada de la figura 16.7.
A continuacién, el cdlculo de CG (tabla 16.3).

Tabla 16.3. Solucién del ejemplo

Region Grafico Area (mm? x(mm) j(mm) xAmm?) jAmnP)
15
15
5 (20-15)/2
Al . -15 20 -2250 3000
Al = 150
20 v
15 X
15
CG,
by 15
15-15
A2 | 0 22,5 0 5062,5
225 A2 = 225
Y
I_) X
{L)—
ce, 15
by
5|
P (20 - 15)/2
5
A3 A3 - 150 15 20 2250 3000
v 20
LX
15
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50

50 - 15

Ad YC& 15 oy 0 7,5 0 5650
L,
m-(12) A2
LD AS = —4523 0 = 0 07843
YA = 822,7 XA =0 YyA =9928

Figura 16.7. Ejemplo para determinar el centro de gravedad

19

|

R24

15

[—— ]

15

Se ha de tomar en cuenta para la solucién de este ejercicio que existe un area
solida de placa y un agujero, el mismo que no aporta drea para la determinacién
del centro de gravedad de la seccién compuesta. La figura 16.8 propone dividir
la seccién en dos tridngulos y dos rectingulos que formardn la placa completa,
mientras que la regién circular tendrd un drea negativa para el andlisis.
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Figura 16.8. Areas especificadas (ejemplo)

A1

A5

A4

De la tabla anterior, se obtienen los momentos del drea, de tal manera que:

Ox = D JA = 9928
0y = 2LXA =0

La ubicacién del centroide sera:

X(822,7) =0 de donde X =0
Y(822,7) = 9928 de donde Y = 12,06 mm

El valor de 0 hallado en el eje X se debe a la simetria que la geometria posee.
El centro de gravedad serd entonces:

Figura 16.9. Centro de gravedad de una seccién compuesta (ejemplo)
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Ejercicios propuestos

1. Calcular la ubicacién del centroide de la siguiente figura geométrica:

Figura 16.10. Esquema del ejercicio

400mm‘ 200mnl 400 mm

800 mm

>

300 mm 450 mm

A

7000 mm

2. Calcular la ubicacién del centroide de la siguiente figura geométrica:

Figura 16.11. Esquema del ejercicio

y

500 mm

200 mm 400 mm

Nombre: Calificacion:
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Capitulo 17

' Andlisis de estructuras

Una estructura hace referencia

a un conjunto de cuerpos o eslabones

conectados entre si y que habitual-

mente se mantienen en reposo o de

forma rigida y cuya funcién general-
mente es la de soportar cargas.

En estos casos, la fuerza no actta

en un solo cuerpo como en los anteriores,

sino que existen fuerzas que mantie-

nen unidos los elementos de la estructura.

A menudo se busca calcular las reaccio-

nes que la mantienen en reposo o, a su vez,
las fuerzas de interaccién entre sus partes.

La figura 17.1 presenta un ejemplo de estructura sen-
cilla cuya funcién es soportar la carga impuesta en el punto D.
Los elementos que forman la estructura son los componentes AE,
CE, AB. Esta se apoya mediante articulacién en los puntos E y B.

En la segunda parte del grifico, se observa el diagrama de cuerpo libre para
toda la estructura con las fuerzas que influyen sobre ella directamente. En tanto,
a la derecha, se han separado los componentes con su diagrama de cuerpo libre
respectivo. Ha de notarse que, debido a que el apoyo E incide en dos componen-
tes, habrd una reaccién para cada elemento que se denominard con subindices

respectivos: Ry, vy Ry
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Al revisar el tema de estructuras, existen tres opciones mayormente difundi-

das: armaduras, armazones y mecanismos.

Figura 17.1. Estructura bésica

NN

A C B
= 5 B
o A C@ ‘ RX,
Ry,
T E
Rx
(o 2
l Peso Ry,
Peso
RXag | RXce
RyAE RyCE
Armaduras

Hacen referencia a la unién de elementos cuya funcién en conjunto es soportar
cargas con caracter estacionario y cuya movilidad se encuentra restringida. Se ca-
racterizan porque cada elemento se somete a dos fuerzas de la misma direccién
pero de sentidos contrarios, que justifican la tercera ley de Newton. Estas fuerzas

son aplicadas solamente en las juntas de los elementos.

Armazones

Son una variante de las estructuras en las que al menos un elemento estd some-
tido a tres o mds fuerzas. Algunas de estas fuerzas a menudo no se alinean con el

o los elementos, por lo que no se aplican solamente en las juntas o nudos.

240



Mecanismos

Fundamentos de mecanica para ingenieria
Anélisis de estructuras

Su funcién es transmitir o modificar fuerzas, y posee elementos que tienen

movimiento. Como en los armazones, también existen partes que se someten

a maltiples fuerzas (tabla 17.1).

Tabla 17.1. Tipos de armaduras

ARMADURAS PARA CUBIERTAS
PRATT HOWE FINK
ARMADURAS PARA PUENTES
PRATT HOWE VWARREN
& i A F . o
BALTIMORE ARMADURA K
> e
ARMADURAS ESPECIALES
ESTADIO VOLADIZO BASCULANTE
ARCO Y CUERDA
el .

Existen multiples métodos para el andlisis de estructuras y armazones.

Primeramente, se explicard el método analitico, que aplica las leyes de Newton

que caracterizan al estado de reposo.
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Analisis por el método de nodos

Este método de cardcter analitico deberd ser resuelto considerando adecuada-
mente el sistema de referencia. A continuacién, se numeran los pasos necesarios
para ejecutarlo.

1. Se calcular las reacciones en los apoyos. Se realizard considerando las leyes
de Newton, asi como la sumatoria de momentos respecto al punto que mads
incégnitas posee.

2. Se considera un punto, generalmente un apoyo, al que se aplicard las ecua-
ciones de la estdtica. Se determinardn fuerzas, las mismas que tendran
un resultado numérico o a su vez planteardn ecuaciones para analisis de pos-
teriores nodos.

3. Se procede de nodo en nodo planteando las ecuaciones respectivas y un sis-
tema de n ecuaciones con n incégnitas.

4. Se resuelve el sistema y se hallan todas las fuerzas a las que se someten
los elementos.

Dada la armadura de la figura 17.2, se requiere determinar las fuerzas axiales
de compresion y traccién de todos los elementos.

Figura 17.2. Ejercicio sobre armaduras

9kN

3KkN

3m

e

ey

_3m : 3m ; 3m
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Se analiza estdticamente toda la armadura, para lo cual el grafico puede repre-
sentarse de forma simplificada con sus incégnitas, nomenclatura, fuerzas aplicadas

y apoyos, como en la figura 17.3.

Figura 17.3. Fuerzas sobre armadura (ejemplo)

9kN
3kN

yB Dy

QkN -

3m

.IE'L__. |

A F
7{7}, C E W%
A A, :
- |

| F

3m ; 3m : 3m

Considerando la armadura plana ubicada en el plano XY, deberd emplearse
la sumatoria en los ejes X y Y igual a cero. Dado que hay tres incégnitas, se harad
uso de la sumatoria de momentos igual a cero en un punto conveniente que per-
mita eliminar un mayor ntimero de incégnitas, en este caso los momentos respecto

del punto A.

Por tanto, se tendrd que:

Y.Fx =0
Ax+9=0
Ax = -9

YFy =20

Ay +Fy-9-3=0
Ay + Fy =12
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Se obtiene la sumatoria de momentos en los apoyos:
XM, =0
-9(3) - 9(3) - 3(6) + Fy(9) = 0
Fy = 8 kN
XM, =0
3(3) + 9%(6) - 93) - Ay(9) = 0
Ay = 4 EN

De donde se han obtenido todas las reacciones (figura 17.4).

Figura 17.4. Determinacién de fuerzas de traccién y compresién

Se colocan las reacciones determinadas y se grafican las fuerzas que salen de los

nodos de la estructura en direcciéon de los elementos.

A continuacion, se analiza nodo por nodo comenzando por el A (figura 17.5).

Figura 17.5. Nodo A - Ejemplo analitico
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YFy =0

4+ F, sen45°=0

F,, = -565kN

Fx =0

-9+ F, +F, cos45°=0
F,.=9-(-5065)cos 45°

F, =13k

YFy =0

-F, - 9+5,65c0845°=0
F, = -5kN

YFx =0
-F,.-9+5065sen45°=0
F, = -5kN

Figura 17.6. Nodo B - Ejemplo analitico

Para el nodo C (figura 17. 7):

9kN

yB

GkMN—=

g FBD
- FAB

FEC

Figura 17.7. Nodo C - Ejemplo analitico

-5kN

Feo
13kN li Feo

C
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Y.Fy =0

-5+ F_ sen45°=0
F, - 7kN

YFx =0

F_ - 13+ F_, cos45°=0
F_, =8N

Para el nodo D (figura 17.8):

Figura 17.8. Nodo D - Ejemplo analitico

3kN
YD

YFy =0

-F . sen45° - 3 - 7sen 45° = 0
F,, =- 113N

Y.Fx =0

F_, cos45°+ 13 -7 cos45°=0

F_ =113 4N

Figura 17.9. Fuerzas internas determinadas (ejemplo)

9kN
3kN
B -
e Y -13kN yD
= = g
oY = > =z <
25 w4 S %,
A 13KN 8kN 8kN F
P c E 4
Ko |
akn 8KN

246



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Anélisis de estructuras

Método grafico de Cremona-Maxwell

Otro método de utilidad en el ambito de las estructuras es el método de Cremona-
Maxwell. A menudo y con el incremento de software grifico, este método logra
en tiempos cortos excelentes resultados siempre y cuando se maneje correcta-
mente. Es una extensién del empleo de poligonos de fuerza de andlisis vectorial.
Dado que la estructura se encuentra en reposo, la sumatoria de fuerzas deberd
ser cero y formar un poligono cerrado de fuerzas. Estas lineas que se trazardn po-
seen un orden especifico y sentidos acordes con sistemas de referencia establecidos.
Por tanto, el orden en su ejecucién es de suma importancia para lograr resulta-
dos consistentes.

Una consideracién importante es que este método se emplea y es de utilidad
para celosias o estructuras que satisfacen la ecuacion:

2n -3 =b (17.1)

En donde se tiene que:
n: nimero de nudos

b: niimero de barras

Cabe destacar que deberd tratarse, por tanto, de estructuras estdticamente
determinadas.

Las reglas para construir el diagrama de Cremona-Maxwell son:

1. Desde cada fuerza exterior de la estructura se extenderd una linea infinita
hacia fuera, generando zonas delimitadas exteriores.

2. Las rectas infinitas y los tramos entre fuerzas que delimitan cada drea ex-
terior se enumeran en sentido horario y, siguiendo la notacién, también
se enumeran las zonas internas.

3. Laletra que designa la primera regién se coloca como un punto en el plano
euclideo, a partir del cual se graficard el diagrama Cremona-Maxwell.

4. En el mismo sentido horario, la siguiente drea contigua estard separada
por una fuerza. Se trazard esa fuerza en el mismo sentido partiendo de la
primera letra escrita hasta la letra de la regién contigua.
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5. Se continta graficando las fuerzas y numerandolas repitiendo el paso ante-
rior hasta cerrar el poligono, que contendra todas las fuerzas y letras de las
regiones limitadas.

6. Se procede a dibujar rectas que limitan zonas interiores trasladando pa-
ralelas que pasardn por los puntos ya descritos en el diagrama. Sus rectas,
al encontrarse, determinaran la letra de la zona asociada. Este paso se realiza
en juntas donde existan dos incégnitas, para que luego, al reducir las in-
cognitas de los otros nudos, este proceso sea mas sencillo.

Obtenido el grifico con este método, las dimensiones entre los puntos deter-
minardn las magnitudes de las fuerzas considerando la escala a la que se comenzé
a realizar el dibujo.

Respecto del sentido de las fuerzas y para saber si son de compresion o trac-
cion, se deberd, segtin la nomenclatura, trazar flechas que se desplazardn al nodo
analizado y colocar su contrario del lado opuesto del elemento respectivo. Este
sentido muestra la reaccion del elemento, por tanto, el efecto contrario dard el ca-
racter de tracciéon o compresion al elemento.

Dada la armadura de la figura 17.10, determina las fuerzas de compresion
y traccion para todos los elementos.

Previamente se han determinado las fuerzas de reaccién en los apoyos. Dado
que el apoyo del lado izquierdo es una articulacién de rotacion, esta tendrd dos com-
ponentes, en tanto que a la derecha se trata de un apoyo moévil. Las cargas de la
estructura son aplicadas en nudos.

Figura 17.10. Aplicacién de fuerzas en armadura

9 kg

9kg @ ®3kg

9kg @) ®

4 kg 8 kg
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Segin los pasos descritos para este método, las fuerzas delimitan zonas exter-
nas que se han sombreado y enumerado como 2, 3,4, 5, 6 y 7 en sentido horario.

A continuacion, se colocan letras en las dreas internas siguiendo el mismo orden

(figura 17.11).

Figura 17.11. Aplicacién del método de Cremona-Maxwell

Sentido de

referencia
4 5

4 kg 8 kg

La nomenclatura de las barras se ha representado en funcién de las dreas que di-
viden y en sentido horario para los puntos de andlisis.

Para iniciar el diagrama, se tomard como primer punto el drea numero 2,

la misma que se representard como un punto en el espacio euclideo de dos di-
mensiones en la figura 17.12.

Mediante los nimeros de regiones y vectores fuerza, se realiza el grifico co-

menzando por 2 hasta volver a 2 cerrando el poligono con los vectores de fuerzas
externas.
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Figura 17.12. Construccién del diagrama de Cremona-Maxwell (ejemplo)

—-9Kkg
G i — ‘421
______________ > ' A
9 kg i i
| ke
NUDO A @7 |
3_-®)-7 Okgi|
NUDO B o
5-(9)-8 b
NUDO C il sk
-7 95
NUDO D L
6-10 3kgi i
®6

Tomando en cuenta nodos que posean solamente dos fuerzas para calcular, en este
caso, el nodo A, sus elementos (cuyos nombres obedecen a las dreas que limita
en sentido horario) delimitardn la zona 8. Para encontrar este punto, se trazarin
paralelas a los elementos que pasen por los puntos ya definidos en el diagrama ini-
cial. Hecho asi, se determinard el punto de interseccién 8, encerrado en circulo.
De la misma manera con el resto de nodos que posean ya solamente dos incégnitas.

De modo que se presenta el diagrama completo, asi como las flechas que represen-
tan el orden de numeracién del elemento, que revelara la reaccién del componente
y, por tanto, su caracter de compresion y traccion.

En la figura 17.13 se han representado la traccién y la compresién con signos
positivo y negativo, respectivamente.
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Figura 17.13. Diagrama de Cremona-Maxwell (ejemplo)

2
3/0 ®
/ @ ——
ST T T / \ ““““ ®7
\ ‘ 9kg
3 I . W @5
® ‘ 8 kg
) @ Traccion
®6 @ Compresion

Las distancias en el diagrama correspondientes a cada elemento presentarin
las magnitudes de fuerzas axiales de compresién y/o tracciéon de los elementos.
En la figura 17.14 se aprecian las cargas determinadas para cada elemento.

Figura 17.14. Soluciones por el método de Cremona-Maxwell

9 kg

4 kg
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Ejercicios propuestos

1. Utiliza el método de los nodos para determinar la fuerza presente en cada
elemento de las armaduras. Establece si los elementos estdn en tensién o en
compresion (figura 17.15).

Figura 17.15. Esquema del ejercicio

Nombre: Calificacion:
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2. Determina la fuerza en cada miembro de la armadura y establece si los
miembros estdn a tensién o en compresion.

Figura 17.16. Esquema del ejercicio

1 kN 0,5 kN

Nombre: Calificacion:
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Capitulo 18

Vigas

A diferencia del caso ante-
rior, en el que se abordé el andlisis
de estructuras, este apartado toma
en cuenta cargas a lo largo del ele-
mento, un caso muy empleado en el
disefio estructural. Lo ideal en una es-

tructura es transmitir las fuerzas a las
que somete una viga hacia los nudos;
sin embargo, deberd considerarse el tipo

de viga que ha de soportar estas cargas.
Es ahi donde se encuentra la necesidad
de analizar las fuerzas axiales y flexionantes
que afectan a la viga como un andlisis previo

a la seleccién de una seccidn transversal adecua-
da para las cargas, dmbito de estudio de la mecdnica

de materiales.

Existen multiples posibilidades de carga para las vigas:
- Cargas concentradas

- Cargas distribuidas

- Combinacién de cargas

Los dos primeros casos se representan en la figura 18.1.
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Figura 18.1. Cargas concentradas y distribuidas sobre vigas

‘ ‘ ‘ VVVVVJ
4 & A A

Las vigas se clasifican de acuerdo a su tipo de apoyo en dos casos importantes:
estaticamente determinadas y estaticamente indeterminadas.

Figura 18.2. Vigas continuas conectadas por articulaciones

A &, 2,

Otra variante de las vigas son las continuas conectadas por articulaciones
(figura 18.2). Para estos casos se puede analizar las vigas por separado y generar
seis incognitas. Dado que son dos elementos con tres ecuaciones de la estatica,
el sistema puede resolverse.

Fuerza cortante en vigas

Resulta de interés en multiples ocasiones conocer la fuerza y los momentos
que actian en una viga en puntos especificos. Estos pardmetros pueden determi-
narse mediante el andlisis parcial de la viga seccionada en los puntos de interés.

En primer lugar, deben resolverse las reacciones en los apoyos de la viga, siem-
pre que esta sea estaticamente determinada.

Como segundo paso, se planteardn una fuerza cortante V y un momento M en
cualquier punto de interés, mientras que sus reacciones V' y M’ afectardn a la otra
porcidn de la viga.
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Posteriormente se realizard la sumatoria de fuerzas y momentos con respecto
al punto por donde se ha seccionado la viga. Se obtienen de esta manera valores
de fuerzas cortantes y momentos. Cabe recalcar que, impuesto el sentido de la
fuerza y momento, si el signo de la solucién es positivo, entonces se tratard de un
sentido correctamente elegido en la representacion. Caso contrario deberdn rever-
tirse las flechas para una mejor representacion.

A continuacion, se realiza un ejemplo con la viga de la figura 18.3. En ella ac-
ttan las fuerzas P, y P, de 3 y 2 kN, respectivamente. La condicién de los apoyos
presenta un caso estaticamente determinado, por tanto, se procede como primer
punto a determinar las reacciones en los apoyos A y B.

Figura 18.3. Cargas puntuales en viga

P,
P>
A B
| |
A AN
7777 50
Y- L/3 | 3 |

Considerando las cargas y los valores de las cargas P, y P, se procede a plantear
la sumatoria de momentos para el punto A en vista de que eliminara incégnitas
permitiendo el cdlculo directo de la reaccién en B como se realiza a continuacion

XM, =0
~3(1) - 2(2) + RBy(3) = 0
RBy = 2,33 kN

De donde
RAy = 2,66 EN
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Figura 18.4. Determinacién de fuerzas cortantes en vigas (ejemplo)

3 kN
2 kN
A C D l E B
| o 0 o |
A A\
7777 00
A 77777
2,66 kN 0,7m‘ 1m ! 1m ! 233 kN
1m | 1m | 1m
| | !

Las soluciones halladas se han graficado (figura 18.4). Se han colocado, ademds,
en el mismo grifico, los puntos en donde interesa conocer los valores de fuerzas
cortantes y momentos flectores (figura 18.5).

Figura 18.5. Andlisis de la seccién AC

3 kN
0,7
2 kN
A Cl Me

E \ Vc> Vc' D B
“¢ Ctl |
Mc' %

2,33 kN

2,66 kN
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Andlisis de seccion AC (figura 18.6):
YFy =0 2,66 -V =0 de donde V = 2,66 kN

XM =0 - 2,66(0,7) + M_=0  de donde M_ = 1,86 kNm

Figura 18.6. Andlisis de la seccién AD

3 KN

2 kN
A C D J >MD l
2 e B
1,7 m | ( T

‘ ! Mp' OAO
Andlisis de seccion AD (figura 18.7):
YFy =0 2,66 -3 -V, =0 dedonde  V_ =-0,44kN
YM_ =0  -2,66(1,7)+303)+M, =0 dedonde M, =3,62kNm
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Figura 18.7. Andlisis de la seccién AE

3 kN

| > Ve B
¢ T

| Mg’ 60
2,66 kN 12’33 kN
Andlisis de seccion AE:
SFy =0 2,66-3-2-V, =0 de donde V, = - 2,34 kN

XM, =0 -2,66(2,9) +3(1,9) +20,7) + M, =0 donde M, = 0,614 kNm

La solucién del ejemplo anterior puede emplearse para generar los diagramas
de fuerzas cortantes y momentos flexionantes a lo largo de toda la viga. Se debe-
ran considerar puntos convenientemente cerca de los puntos de presencia de carga
0 apoyos.

Se propone para el siguiente ejemplo la figura 18.8.
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Figura 18.8. Ejemplo para determinacién de fuerza cortante en viga

P,
P,
A B
A A
7777 60

| 1m | 1m | 07m |
|

Se establecen puntos intermedios (figura 18.9), y se determina el diagrama
de cortante y momento (figura 18.10).

Figura 18.9. Ejemplo para determinacién de fuerza cortante en viga

3 kN
2 kN

7777 00
T 1m | 1m A 07m |
| |
‘0,8 kN 4,2 kN
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Figura 18.10. Movimiento rectilineo en sentidos contrarios

D

)

1

2,66 kN

®
A M 2
| |
AN V2
T2,66 kN
P,
l@
A : M
| 1a
A V,
7777
T2,66 kN
P,

>

—>

2,66 kN

>

—_—

2,66 kN
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Ejercicios propuestos
1. Obtén los diagramas de cortante y momento flector de la figura.

Figura 18.11. Esquema del ejercicio

3 kN 5 kN 4 kN

4 )

RAx =2 kN B c

1m 1m 25m

5 kN

RAy = 5 kN

2. Obtén los diagramas de cortante y momento flector de la figura.

Figura 18.12. Esquema del ejercicio

10Ton. m 10 Ton. m

im
- >

A B

Nombre: Calificacion:

A
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Practica 1

Fuerza de roce

Objetivo general

Determinar el coeficiente de fric-
cién estdtica entre dos superficies.

Objetivos especificos

*  Determinar el coeficiente de friccién
estdtica, en forma analitica y grafica, entre

dos objetos cuyas superficies o dreas de con-
tacto se encuentran en un plano horizontal.

® Determinar el coeficiente de friccién estdtica
entre dos objetos cuyas dreas de contacto se en-
cuentran en un plano inclinado.

Fundamentos teéricos

Fuerzas de friccion o roce

Las fuerzas de roce o friccién son fuerzas que surgen como consecuencia
del contacto entre dos cuerpos que, por su naturaleza, se oponen a cualquier tipo
de movimiento relativo entre ellos {1-2}. Una fuerza F intenta sacar del repo-
so a la masa M (figura 19.1) y, como respuesta a dicha accién, surge una fuerza
que equilibra a la fuerza aplicada y logra que se mantenga la condicién de reposo
de M. Esta fuerza recibe el nombre de fuerza de roce o de friccién estdtica (Ffe).
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Figura 19.1. a) Diagrama representativo de una fuerza F que intenta sacar del reposo a la
masa M. b) Diagrama de cuerpo libre de la masa M presentada en la condicién a)

FN
F >y M
| e I
Ffe A
a)
b) Mg

Hay que destacar que la friccién entre dos superficies sélidas siempre va a exis-
tir, porque a pesar de que, en apariencia o incluso al tacto, las superficies sean lisas,
a escala microscépica poseen muchas rugosidades o irregularidades superficiales.

Tipos de fuerzas de friccion o roce

Fuerza de friccion estatica: es una fuerza que se opone a que un objeto co-
mience a deslizarse sobre la superficie en la que se apoya, o con respecto a aquellas
superficies con las que mantiene contacto. La magnitud de dicha fuerza depende
del acabado o calidad de las superficies que interactien. En otras palabras, mien-
tras menor sea la calidad de las superficies en contacto, mds grande serd la fuerza
de roce estdtica, y, por ende, mayor serd la fuerza requerida para que se inicie
el movimiento [1-2}.

Fuerza de friccion cinética: es la que actia entre dos cuerpos que presentan
movimiento relativo de deslizamiento; por consiguiente, se opone a que el movi-
miento continde. Al igual que la fuerza de roce estdtica, depende también de la
calidad o grado de pulimento de las superficies en contacto.

Fuerza de friccién fluida: es la que se opone al movimiento de un obje-
to que estd en contacto con algtn fluido, el cual puede ser aire, agua, aceite, etc.
Bésicamente depende de dos factores: la velocidad del objeto y su forma.

La fuerza de friccién estdtica se define de la siguiente manera:

F.<p Fy (19. 1)
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Donde:
Ffe: fuerza de friccion estdtica
pe: coeficiente de friccién estdtica

FN: fuerza normal

La desigualdad en la ecuacién indica que la fuerza de friccién estdtica es una
fuerza de reaccién y fluctta desde cero hasta un maximo igual a “p_F_”. Una vez
que se incremente la magnitud de F de la figura anterior hasta alcanzar dicho
valor, la masa M saldrd del estado de reposo y por consiguiente comenzard a ac-
tuar la fuerza de friccién cinética.

Ahora bien, la fuerza de friccién cinética se define como:
F =p F, (19.2)

Donde:
Ffc: fuerza de friccién cinética
pc: coeficiente de friccién cinética

FN: fuerza normal

Tanto la fuerza de friccién cinética como la estdtica dependen de la fuerza nor-
mal. Se diferencian esencialmente en que la primera es constante. Por otro lado,
es importante destacar que las expresiones 19.1 y 19.2 no son de naturaleza vec-
torial, puesto que ambas fuerzas de friccion son perpendiculares a la fuerza normal.

La fuerza normal (FN) es la que se ejercen mutuamente los cuerpos que estin
en contacto y su direccion es perpendicular a la superficie comiin de contacto. En el
diagrama de cuerpo libre de M, mostrado en la figura 19.1b, se observa que la
direccién de FN es la positiva del eje y, debido a que la misma representa la re-
accion de la superficie en la que se apoya dicha masa.
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Tabla 19.1. Coeficientes de rozamiento o friccién para diversos tipos de materiales

. . Coeficiente de
Coeficiente de friccion cinética

Superficies en contacto friccién estatica (pe)

(uc)
teflén-acero 0,04 0,04
teflén-teflén 0,04 0,04
vidrio-madera 0,20 0,25
madera-cuero 0,50 0,40
madera-madera 0,70 0,40
aluminio-acero dulce 0,61 0,47
acero duro-acero duro 0,78 0,42
hierro fundido-hierro fundido 1,10 0,15
caucho-cemento 1,0 0,8
goma sobre s6lidos 1-4 1

En relacién con el coeficiente de friccion, vale sefialar que su valor depende
de las dos superficies que estén en contacto, y se obtiene de forma experimental
{1-2]. En la tabla 19.1, se proporcionan una serie de valores para pe y uc; se puede
apreciar que usualmente el primero es mayor que el segundo, razén por la cual
la fuerza de friccién estdtica generalmente es mayor que la fuerza de friccién
cinética. Se presentan algunas excepciones como en superficies de acero-teflon
y teflon-teflon, donde ambos coeficientes son iguales. Otro aspecto caracteristico
es que tanto el coeficiente de friccién estdtico como el cinético son corrientemen-
te menores que uno, siendo el hierro fundido sobre el hierro fundido y la goma
sobre sélidos una excepcién. He allf la razén por la que se cubren de goma las bases
o patas de algunos objetos que, por cuestiones de operacién o trabajo, deben man-
tenerse en reposo.
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Angulo de rozamiento

Figura 19.2. Masa M en un plano inclinado con un dngulo de inclinacién critico

a)

Al considerar el deslizamiento de un cuerpo sobre un plano inclinado, se ob-
serva que, al variar la inclinacién de dicho plano, el objeto inicia el movimiento
al alcanzarse un dngulo de inclinacién critico. Esto es debido a que, al aumentar
la inclinacién, se reduce paulatinamente la magnitud de la componente per-
pendicular del peso (que viene a ser igual a la fuerza normal), lo que disminuye
consecuentemente la fuerza de friccion estética.

Para calcular el coeficiente de friccidn estdtica a partir de la informacién con-
tenida en la tabla 19.1, se considera que existe equilibrio tanto en la direccién

X como en y, por lo tanto:

JF =0 = F_-MgsenB=0 = F_=Mgsen8
ZFy:O = F,-MgcosB=0 = F =MgcosHb

Por definicién: Ffe = pje FN = pe = Ffe = Mgsen 0 = tgB
FN Mg cos 6

p =tgH (19.3)

Asi pues, para estudiar el rozamiento entre dos materiales que se encuentran
en un plano inclinado, se debe disponer de un mecanismo o sistema que permita
inclinar el plano de forma progresiva hasta que se observe que el cuerpo comience
a deslizarse, siendo la tangente de ese dngulo el valor del coeficiente de rozamien-
to entre los dos materiales considerados.
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Equipos y materiales

¢ (aja de madera

* Un juego de pesas

e Polea, hilo

¢ Una plancha de madera

e Un nivel

¢ Una portapesas

¢ Un dinamémetro

e Una prensa

e Un plano de inclinacién variable

* Papel, cartén o cartulina

Montaje de la practica

Figura 19.3. Montaje para la préctica de fuerza de roce estdtico en un plano horizontal em-
pleando portapesas

3. Masas anadidas a la
4. Cuerda

caja de madera
5. Polea

N N~

7. Masas M
colgantes A : a

2. Caja de
1. Superficie de madera

6. Prensa
apoyo
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Figura 19.4. Montaje para la prictica de fuerza de friccién estdtica en un plano horizontal,
empleando dinamémetro

4. Dinamoémetro 1. Masas afadidas a la
caja de madera

/ M\

5. Punto de sujecion del dinamometro
para la aplicacion de la fuerza F

3. Superficie de 2. Caja de
contacto madera

Figura 19.5. Montaje para el estudio de la fuerza de roce estdtica en el plano inclinado

4. Masas

3. Plano
inclinado

1. Superficie de

2, Caja de contacto

madera
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Procedimiento para la recoleccion de los datos

Parte | (utilizando portapesas)

1. Observa el montaje de la prictica (figura 19. 3) y atiende a las instruccio-
nes del profesor.

2. Elabora la tabla para el registro de los datos (tabla 19. 2).
Coloca una pesa de 100 g en la caja de madera.

4. Comienza a colgar masas en el portapesas, justo hasta que la caja salga
del reposo. Registra el valor de m, obtenido y repite dos veces mds la ex-
periencia para la misma pesa colocada en la caja.

5. Agrega 100 g mds a la caja y repite el paso 4, hasta que las pesas agregadas
a la caja alcancen el valor de 1000 g.

Tabla 19.2. Modelo de tabla para el registro de datos obtenidos en la parte I

MT ml mZ m3 mpromedio

MT = masa afladida a la caja + masa de la caja

Parte LIl (utilizando dinamdémetro)

1. Observa el montaje de la prictica (figura 19.4) y atiende a las instruccio-

nes del profesor.
2. Elabora la tabla para el registro de los datos (tabla 19 3).
3. Coloca una pesa de 100 g en la caja de madera.

4. Conecta el dinamémetro a la caja, sujétalo y comienza a halarlo lentamente
justo hasta que la caja salga del reposo. Identifica la magnitud de la fuerza
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con la que se inici6 el movimiento y registrala en el cuadro elaborado.
Repite dos veces mads la experiencia para la misma pesa colocada en la caja,
registrando las magnitudes respectivas de las fuerzas. Garantiza que el dina-
moémetro mantenga una posicién horizontal, mientras se aplica la fuerza F.

5. Agrega 100 g mds a la caja y repite el paso 4. Contintia incrementan-
do de 100 en 100 gramos hasta que las pesas agregadas a la caja alcancen
el valor de 1000 g.

Tabla 19.3. Modelo de tabla para el registro de datos obtenidos en la parte I

MT F F F

3 promedio

MT = masa afadida a la caja + masa de la caja

Parte Il

1. Observa el montaje de la practica (figura 19.5) y atiende a las instruccio-
nes del profesor.

2. Coloca la caja empleada en la primera parte de la practica sobre un plano
de inclinacién variable, cuidando que la superficie de apoyo del plano in-
clinado sea del mismo material que el que se emple6 en la parte I.

3. Ubica la caja sobre el plano de inclinacién variable, cuando este se encuen-
tre en posicioén horizontal.

4. Aumenta gradualmente la inclinacién del plano y toma nota del 4ngulo 0 en
el que la caja comienza a moverse.

5. Repite tres veces la experiencia para cada una de las pesas M consideradas en la
experiencia anterior, cuidando que las mismas no se desplacen dentro de la caja.

6. Registra los datos en la tabla que se muestra a contiuacién.
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Tabla 19.4. Modelo de tabla para el registro de datos obtenidos en la parte II

MT = masa de la caja + valor de las pesas anadidas a la caja; 6, 8,, 6.: dngu-
los en que se produce el desplazamiento de la caja.
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Calculos

1. Tomando en cuenta la tabla 19.4, calcula el coeficiente de friccién y su grd-
fica respecto a los dos casos expuestos del presente laboratorio.

Figura 19.6. Gréfica del coeficiente de friccién




n Fundamentos de mecanica para ingenieria
Teorfa y préactica

Caracteristicas del informe técnico

El informe técnico deberd incluir los siguientes elementos {3}:
e Portada

e Introduccién

e Fundamentacién tedrica

e  Procedimientos

e Cilculos y resultados

e  Conclusiones

e Referencias
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Practica 2

Pendulo simple

Objetivo general

Calcular la aceleracion de gravedad
a través de los parametros medidos
en el estudio del péndulo simple.

Objetivos especificos

. Calcular la aceleracién de grave-

dad en forma analitica, a partir de los

pardmetros del estudio del movimiento
del péndulo simple.

J Calcular la aceleracion de gravedad de forma
grafica, a partir de la relacién lineal entre el periodo
y la longitud del péndulo.

Fundamentos teéricos

Un péndulo simple puede definirse como una particula de masa m suspen-
dida del extremo de un hilo inextensible de longitud 1, conocido como punto O,
cuya masa se considera despreciable (figura 20.1) {1}.
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Figura 20.1. Representacién esquemdtica de un péndulo simple

Si la particula se desplaza a una posicion 0, (dngulo que forma el hilo con el eje ver-
tical) y luego se suelta, el péndulo comienza a oscilar {2} con un periodo T como
se muestra en la figura 19.4. El periodo es el tiempo que tarda la masa en hacer
un ciclo de su trayectoria.

T=2n |1
' (19.4)

Donde | es la longitud del hilo y g es la aceleracién de la gravedad, que en esta
préctica se considerard g = 9,81m/s%.

La ecuacién 19.4 solo es vélida si el angulo de desplazamiento 8 es menor a 15°.

El péndulo describe una trayectoria circular, un arco de una circunferencia
de radio r. En esta practica, no estudiaremos su movimiento en la direccién tan-
gencial ni en la direccién normal.

Para el cdlculo analitico de la gravedad se considerardn la ecuacion 19.4 y las
mediciones realizadas en el proceso practico {1}].

Para el célculo grifico de la gravedad, es necesario un andlisis de la siguiente
ecuacion. Se debe tener en cuenta que la longitud / del péndulo es proporcional
al cuadrado del periodo T Asi pues, de esta ecuacion, se puede obtener la ecuacién
19.5, que permite entonces hacer la comprension de la gravedad en forma grafica.

l=g T°*
4m (19.5)
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Equipos y materiales

Temporizador o cronémetro

Péndulos de varias longitudes (el didmetro de la esfe-
ra del péndulo debe ser menor a 30,00 + 0,05 mm).

Hilos de varias longitudes crecientes de cinco
en cinco milimetros

Montaje de la practica

Figura 20.2. Esquema del montaje de la practica de péndulo simple con temporizador

5. Cuerda

T~

2 Masa del péndulo 4. Orificio de salida del haz de luz

1. Temporizador

3. Foto compuerta
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Procedimiento para la recoleccion de los datos

1. Realiza el montaje de la figura 20. 2.
2. Conecta el temporizador o ten encendido el cronémetro.

3. Lalongitud del péndulo estard determinada por la longitud del hilo mds el
radio de la esfera colgante (masa ).

4. Si utilizas un temporizador de fotocompuerta, debes verificar que esta
se encuentra alineada verticalmente con la proyeccién del hilo que sostie-
ne la esfera.

5. Utiliza una referencia en el eje vertical para verificar que la esfera atraviese
este punto y poder medir el tiempo. En el caso de trabajar con fotocom-
puerta, deberds verificar que la esfera intercepte el haz luminoso por la
parte central.

6. Para el experimento, deberds considerar pequefios dngulos; empieza des-
plazando la esfera un pequefio dngulo respecto a la vertical y suéltala luego.
Registra el tiempo especificado por el temporizador o cronémetro.

7. Deberids registrar diferentes longitudes del hilo y para cada una deberds rea-
lizar tres mediciones de tiempo.

8. Deberds realizar el experimento para longitudes crecientes del hilo, desde
10 cm hasta 70 cm, con diferencias de 5 cm.

9. Registra estos valores en la tabla 20. 1.
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Tabla 20.1. Registro de longitudes y tiempos

Actividades

1. Tomando en cuenta la tabla 1, calcule la aceleracién de gravedad con la
ecuacién 19.4.

2. Realiza la tabla 20.2 y calcula la aceleracion de gravedad tomando en cuen-
ta la ecuacién 19.5.

o,
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Tabla 20.2. Datos para el cdlculo de la aceleracién de gravedad en forma grafica

3. Realiza el célculo de la aceleracién de gravedad de forma gréfica y justifica
cada paso con los procedimientos correctos.

4. Realiza la grdfica respectiva en el siguiente recuadro.
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Figura 20.3. Aceleracién de gravedad de forma grafica

5. Tomando en cuenta el trabajo desarrollado por {31, {41, {51y {6], atiende
a lo siguiente:

a. Realiza la representacién del valor relativo de las fuerzas que actian sobre
la masa oscilante {3}.

b. Describe el comportamiento asintético para el péndulo simple [4].

c. Describe el comportamiento del periodo a partir de la ecuacién descrita
para el perfodo exacto [6}].

d. Considerando las nuevas tecnologias como herramienta para la ensefian-
za de la fisica, analiza la aplicacién descrita como MYUDUTU {5} para
comprender el comportamiento del péndulo simple a partir de la misma
y exp6n las ventajas y desventajas de dicha aplicacién. ¢
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Caracteristicas del informe técnico

El informe técnico deberd incluir los siguientes elementos {7}
e Portada

e Introduccién

e Fundamentacién tedrica

e  Procedimientos

e Cilculos y resultados

e Conclusiones

e Referencias
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Practica 3
Caida libre

Objetivo general

Determinar la aceleracién de la
gravedad, a través del estudio del mo-
vimiento de caida libre.

Objetivos especificos

e (Calcular, sobre la base del modelo
teérico de caida libre y los datos reco-
lectados, la aceleracion de la gravedad.

Determinar, sobre la base del modelo
teérico de caida libre y los datos recolectados,
la aceleracién de la gravedad en forma gréafica.

Fundamentos teéricos

La caida libre es un movimiento vertical que se produce
debido a la influencia exclusiva de la gravedad, que direcciona

a todos los objetos hacia el centro de la Tierra y cuyo valor depende
del lugar en el que se encuentren {1-2} (figura 21.1).
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Figura 21.1. Esquema del movimiento de caida libre de un objeto

17

La ecuacién del movimiento de un cuerpo a lo largo del eje x, cuando la acele-
racion es constante, viene dada por:

EjeY

x-x =Vie+ 1 at? (19.6)
2

Donde x es la posicién final del cuerpo, x es la posicién inicial, a es la acelera-
cién y t es el tiempo transcurrido al ir desde la posicién x hasta x. Vale destacar

que la posicién es un vector y lleva implicito la consideraciéon de un marco de re-
ferencia [1-2}.

Ahora bien, cuando el cuerpo se mueve a lo largo del eje y, la expresion 19.6
cambia a la siguiente forma:

y-y,=Vyt- 1 gt (19.7)
2

Siendo g la aceleracién de la gravedad, cuya direccion es la negativa del eje y,
de alli el signo negativo en 19.7. Vale también afiadir que el movimiento de caida
libre es aquel que se produce dejando caer un cuerpo desde determinada posicién
respecto al suelo o nivel de referencia, considerando la ausencia de roce entre el ob-
jeto y el ambiente circundante. Se puede demostrar, sobre la base de la figura 21.2,
que, para este tipo de movimiento, la relacién entre la distancia recorrida por el
objeto d, en su movimiento de caida libre {3}, viene dada en funcién del tiempo
a través de la siguiente expresion:

d=1 g’ (19.8)
2
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Equipos y materiales

e Adaptador de caida libre modelo (ME-9207B) PASCO
e Base universal

e Varilla de acero de 2 m

e Esferas de acero de 13 y 16 mm de didmetro

e Temporizador (ME-9215A)

Montaje de la practica
Figura 21.2. Esquema del montaje de la prictica de caida libre

1. Mecanismo de retencion y/o
liberacion de bolas

~ 2. Perno de
presion

3. Tornillo
liberador

5. Bola de acero

4. Tornillo de
contacto

6. Temporizador digital

7. Almohadilla
receptora

/

%
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Procedimiento para la recoleccion de los datos

1.

o VA W

10.

Presta atencién a las orientaciones del profesor respecto a la forma de llevar
a cabo la préctica; pide aclaraciones en caso de ser necesario.

Inspecciona el montaje para la realizacion de la prictica (igura 21.2). Verifica
que el temporizador esté debidamente conectado a la fuente de energia
eléctrica.

Enciende el temporizador (ME-9215) y fijalo en la posicion GATE.
Coloca una bola en el mecanismo de retencién y/o liberacién de bolas.
Afloja el tornillo liberador para soltar la bola.

Verifica que la bola haya golpeado la almohadilla receptora aproximada-
mente en el centro, y que el temporizador haya medido el tiempo que tardé
la bola en caer desde la altura prefijada.

Golpea suavemente la almohadilla receptora para reiniciar el temporizador.

Para comenzar el proceso de recoleccién de datos, fija la altura inicial, apro-
ximadamente 2,00 m, como la altura desde la cual caerd inicialmente la bola;
este serd el primer valor de d.

Obtén 20 medidas de d reduciéndolo de 5 cm en 5 ¢cm a partir del valor
inicial, midiendo a su vez el tiempo de caida para cada altura en particular.
Para cada valor de d, realiza tres mediciones de tiempo.

Para el registro de los datos obtenidos de la experiencia, construye una tabla
similar a la 21.1.

Emplea las bolas o esferas de acero sugeridas por el profesor.

Tabla 21.1. Modelo de tabla para registro de datos

d (m) t

3 tpromedio
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Calculos

1.- Tomando en cuenta la tabla 21.1, realiza la tabla 21.2 y calcula la acelera-
cién de gravedad con la ecuacién 19.7.

Tabla 21.2. Registro de pardmetros

Caida libre

A
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2. Tomando en cuenta la ecuacién 19.7 calcula la aceleracién de gravedad
de forma grifica y justifica cada paso con los procedimientos correctos.
Realiza la grifica respectiva en el siguiente recuadro.

Tabla 21.3. Aceleracién de gravedad de forma gréfica
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Caida libre

Caracteristicas del informe técnico

El informe técnico deberd incluir los siguientes elementos {3}:

e Portada

e Introduccion

e  Fundamentacién tedrica
e Procedimientos

e Cilculos y resultados

e  Conclusiones

e Referencias

Referencias

[1} Pasco Scientific. Instruction Manual and Experiment Guide for the PASCO
scientific. Ciudad de México, PASCO, 2006.

[2} H. D. Young y R. A. Freedman, eds. Sears-Zemansky: Fisica universitaria,
volumen 1. Ciudad de México, Pearson Educacién, 2009.

{31 J. Marcano. Manual de laboratorio de fisica 1. Puerto Ordaz, Venezuela.
Instituto Universitario Politécnico Experimental Guayana, Departamento de es-
tudios Generales, Seccion de Fisica, 1985.
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Lo gque revisaremos en este capitulo:

» Conoceremos las aplicaciones practicas  » Conoceremos una aplicacién de
de los conceptos estudiados en los laboratorio sobre la conservacion de la
capitulos previos energia mecanica
» Tomaremos datos experimentales




Practica 4

Conservacion de
momento lineal

Objetivo general

Verificar el principio de conserva-
ci6én del momento lineal.

Objetivos especificos

e  Comprobar el principio de la con-
servaciéon del momento lineal en una
dimension.

e Confirmar el principio de la conser-
vacién del momento lineal en dos dimensiones.

Fundamentos teéricos

Conservacion del momento lineal

Sea un sistema formado por n particulas donde la masa de cada
una de ellas se identifica como m.y la masa total (M) es:

M=" m (19.9)

Y m r (19.10)
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Para encontrar la velocidad del centro de masas V_) del sistema de particu-
las, se procederd a derivar la expresion 19.10 respecto al tiempo; obteniéndose:

V =

cm

12X mV (19.11)
M

Por su parte, el producto m V. recibe el nombre de cantidad de movimiento
lineal 0 momentum lineal (p) de la particula iy Z“i _,m, V. es el momentum
lineal total del sistema de particulas. Por lo tanto, la ecuacién 19.11 puede ex-
presarse en términos del momentum lineal de la siguiente manera:

MVCm - Zni =1 mi Vi = Pcm = zni p (19.12)

=171

Partiendo de 19.11, la aceleracién del centro de masas (acm) del sistema de par-
ticulas es:

a =

cm

1
M (19.13)

Donde a es la aceleracién de la particula i. Por otra parte, la ecuaciéon 19.13
puede expresarse en términos de la fuerza neta como:

=" F (19.14)

Donde F, es la fuerza externa que actda sobre la particula i.

Ahora bien, si la fuerza neta externa sobre el sistema de particulas es cero,
es decir, si el sistema estd aislado de 19.13 y 19.14, se deduce que a__ es cero.
De acuerdo con esto, se puede afirmar que la velocidad del centro de masas es cons-
tante. De 22.4 y la condicién anterior se tiene que:

Y F =0 Mch Y | b, = constante (19.15)

i=1" iext 1=
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En este sentido, la ecuacién 19.15 enuncia lo siguiente: “Si la fuerza neta ejer-
cida sobre un sistema de particulas es cero, la velocidad del centro de masas y el
momento lineal total del sistema de particulas es constante (se conserva en el tiem-
po)”. Por otro lado, la ecuaciéon 19.15 es equivalente a:

Pyt Py TPyt =Pt Pyt Pyt (19.16)

Conservacion del momento lineal
de un sistema de particulas

Considere un sistema formado por dos particulas que pueden interactuar mutua-
mente, pero que se encuentran aisladas del medio circundante [1-2]. Debido a la
interaccion, se generan fuerzas internas que propician el movimiento de ambas particu-
las. La particula 1 se mueve por la accién de la fuerza F | y la particula 2 por la accién
de la fuerza F . Por la tercera ley de Newton se cumplird que:

F +F =0 (19.20)

12 21

Figura 22.1. Interaccién de dos particulas aisladas
v
2

(%

Ahora bien, si la masa es constante, se cumplird que la derivada del momen-
tum lineal con respecto al tiempo es igual a la masa por la aceleracién. Aplicando
este principio para m, y m, de la figura 22.1 se tendrd respectivamente:

EZFZIYEZZFI

1

dt dt

5 (19.21)
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Al sustituir 22.10 en 22.9 se obtendra:

ﬁ1 + @2 = 0 :}‘i (P1+P2)=0 = p, + p, = constante
dec dt dec (19.22)

Asi pues, el principio de conservaciéon del momento lineal establece que el mo-
mento lineal total del sistema de particulas permanece constante cuando no actian
fuerzas externas; en otras palabras, cuando el sistema se encuentra aislado. Es ne-
cesario afladir también que el referido principio es independiente de la naturaleza
de las fuerzas de interaccion entre las particulas que integran el sistema aislado.

Colisiones

El término colisién se emplea para representar la situacion en la que dos o mas
particulas interaccionan durante un tiempo relativamente pequefio; se supone,
como ya se acotl, que las fuerzas impulsivas debidas a la colisién son mucho
mds grandes que cualquier otra fuerza externa que pueda intervenir en el instan-
te que dura la colisién [1-2}.

Se distinguirdn tres tipos de colisiones: perfectamente eldsticas, ineldsticas
y perfectamente ineldsticas. Vale sefialar que la semejanza entre estos tres tipos
de colisiones es que el momento lineal se conserva, es decir, que el momento
lineal un instante antes de la colisién es igual al momento lineal un instante des-
pués de la colision. También es importante aclarar que las frases «un instante
antes de la colisién» y «un instante después de la colisién» se refieren a fracciones
de tiempo muy pequefias antes y después de la interacciéon. Ahora bien, ademads
de la conservacion del momento lineal, las colisiones perfectamente eldsticas tie-
nen la caracteristica adicional de que la energia cinética se conserva. Esto quiere
decir que la energia cinética del sistema antes de la colision es igual a la energia
cinética del sistema después de la colision. Para aclarar, considérense dos objetos
de masa m y m, que colisionan en una dimensién (por ejemplo, el eje x):

Conservacion del momento lineal

m, V1i +m, V2i =m Vlf +m, sz (19.23)
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Conservacion de la energia cinética

3
<
+
3
<
Il
3
<
_|_

m_ V

1 11 2 2i 1 1f 2 2f

2 2 2 2 (19.24)

Los términos en negritas de 19.23 indican que estdn en forma vectorial, mientras
que, en 19.24, representan las magnitudes de las velocidades. Por ello es necesa-
rio asignar los signos correspondientes a las cantidades vectoriales de 19.23 para
que la misma quede expresada como una ecuacién escalar. Por ejemplo, si m antes
del choque se movia hacia la derecha y m  hacia la izquierda, y después del choque
m, contintia moviéndose hacia la derecha mientras que m, cambia su direccién
hacia la derecha, la ecuacién 19.24 se transforma en:

m, Vh. - m, V2i = m, V1f + m, sz (19.25)

Asi pues, las ecuaciones 19.23 y 19.24 representan un sistema de ecuaciones
que generalmente tiene dos incégnitas que puede ser resueltas. Como ejemplo
de colisiones eldsticas, se pueden considerar las de las bolas de billar, asi como
las ocurridas a nivel atémico.

En las colisiones ineldsticas, el momento lineal se conserva. Sin embargo,
la energia cinética no se conserva debido a que parte de dicha energfa se transfor-
ma en energia térmica y en energia potencial eldstica interna, cuando los cuerpos
se deforman durante la colisién.

Por otro lado, cuando dos objetos colisionan y se quedan juntos después
del choque, se dice que la colision es perfectamente ineldstica. Un ejemplo de ello
lo constituye la incrustacién de una bala en un cuerpo después de haber sido dis-
parada, o el caso de los meteoritos cuando chocan con la Tierra u otro planeta.

Ejemplo de la conservacion del momento lineal en las explosiones

Supéngase que se tienen dos méviles de masas m, y m, inicialmente en reposo
sobre un carril (figura 22.2). En el instante inicial t = 0, se activa un mecanismo
de disparo que posee m , el cual hace que m, salga impulsada hacia la derecha
y m hacia la izquierda con velocidades V., y V_respectivamente. Para el abor-
daje tedrico del fenémeno, se considerard que se dispone de un sistema aislado
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formado por los dos méviles, el cual es accionado por una fuerza interna, que es
el mecanismo de disparo que posee el mévil de masa m,.

Figura 22.2. Esquema representativo de la explosién de dos méviles

. X, X, .
V1f

I X, T X, 1

I X T X it=1

Dicho fenémeno se considera como una explosion; por consiguiente, la con-
servacion del momento lineal se expresard de la siguiente manera: «El momento
lineal del sistema antes de la explosion es igual al momento lineal del sistema des-
pués de la explosién». Como inicialmente ambos méviles se encuentran en reposo,
la cantidad de movimiento lineal inicial del sistema es cero, y resulta la siguien-
te expresion:

0=- m, V1f +m, sz (19.26)

El signo negativo del primer término de la derecha de la ecuacién 19.26 obede-
ce a que el mévil de masa m, se mueve hacia la izquierda después del choque. Para
determinar la rapidez de ambos mdviles se toma como referencia la figura 22.2, con-
siderando que el tiempo que emplea m, en desplazarse x, es el mismo que emplea
m, en desplazarse x ; de alli que:

V. =

1f

r-f|><

t (19.27)
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Al sustituir las expresiones de 19.27 en la ecuacién 19.26, se obtendrd la si-
guiente relacion:

m, X, (19.28)

Choques bidimensionales

La conservacién del momento y la energia también puede aplicarse a las co-
lisiones en dos o tres dimensiones, siendo de suma importancia en estos casos
la naturaleza vectorial del momento lineal. Los tipos de colisiones que se anali-
zan con mds frecuencia son aquellas en que una particula llamada proyectil golpea
a otra que se encuentra inicialmente en reposo (particula blanco); o aquellas en que
el momento inicial de las dos particulas estan a lo largo de la misma linea (por
lo regular, dirigidas una contra la otra). En ambos casos, si la colisién no es fron-
tal, los momentos finales después de la colision estardn en diferentes direcciones
que las de los momentos iniciales. La colisiéon ocurrird de hecho en dos dimen-
siones dado que las trayectorias de ambas particulas estardn en el plano definido
por los momentos iniciales y finales.

Figura 22.3. Representacién de una colisién bidimensional,
con m, inicialmente en reposo

La figura 22.3 muestra la particula m (proyectil) dirigiéndose a lo largo
del eje x hacia la particula m, (blanco) que inicialmente estd en reposo. Si se
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trata, por ejemplo, de bolas de billar, m, golpea a m, y ambas se separan formando
dngulos 6, y 8, con relacién a la direccién original de m, en el eje x; y b reci-
be el nombre de pardmetro de impacto. Este es la distancia perpendicular entre
la linea de movimiento original del proyectil y una linea paralela a través del cen-
tro de la particula blanco [1-2}.

Aplicando las leyes de la conservaciéon del momento lineal y de la energia,

resulta:
mV =mV, cose1 +m, V, cose2 (19.29)
0=m V, sene1 -m,V, sene2 (19.30)

iml Vzl = iml V2lf + i m, V2f2
2 2 2 (19.31)

Como se dijo inicialmente en este apartado, cuando se trabaja en dos o tres di-
mensiones, cobra singular importancia la naturaleza vectorial del momento; de alli
que la ecuaciéon 22.18 corresponde a la conservaciéon del momento enxy la 22.19,
a la del momento en y. Esta altima es cero antes del choque porque inicialmen-
te el momento de las dos particulas estaba en la direccion del eje x. Vale recalcar
que el sistema formado por las ecuaciones 19.29,19.30y 19.31 debe poseer como
maximo tres incognitas para poder ser resuelto.

Equipos y materiales

* Dos carritos, uno de ellos con sistema de accionamiento por resorte
e Unareglade 1 m

e Prensas

e Papel bond, papel carbon

e Esfera para plomada, hilo

e Esferas de diferentes tamafios

e Cinta adhesiva

e Rampa curva

e  Dos ldminas de madera
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Montaje de la practica
Figura 22.4. Esquema del montaje para la explosion de los carritos

1. Parachoques

1. Parachoques 2. Regla

<

‘\\\H\HHHH\HHHHH(\HHHHHHHHHHHH‘
4. Carro sin muelle

3. Carro con muelle

/

Figura 22.5. Esquema del montaje y toma de datos para la colisién bidimensional

1. Esfera incidente

3. Esfera incidente

2. Rampa metalica

5. Papel bond

6. Papel carbon

4. PIomadQ

B, Posicion Final de la Esfera Blanco
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Procedimiento para la recoleccion de los datos

Parte |
1. Presta atencion a las instrucciones del docente respecto a esta parte de la
practica.
2. Verifica que el montaje de la prictica esté de acuerdo con el esquema mos-
trado en la figura 22.4. Si se presentan dudas, consultar al profesor [3}].

Mide la masa de cada carro.

4. Realiza la explosiéon del sistema, activando el mecanismo de disparo
del carro 1.

5. Realiza los ajustes de distancia entre cada carro y el parachoques corres-
pondiente, de modo que cada carro, una vez realizada la explosién, tarde
el mismo tiempo en chocar con el referido parachoques (esto se percibi-
ra cuando el sonido del impacto de cada carro con el parachoques sea al

unisono). Registra los datos de masa y distancia cuando se cumpla dicha
condicién (tabla 22.1).

6. Una vez cumplida la condicién anterior, repite la experiencia dos veces mds,
buscando perfeccionar la experiencia mediante el ajuste de las distancias;
registra las distancias correspondientes.

7. Agrega masas a los carros segin las instrucciones del profesor y repite
los pasos 5 y 6.

Tabla 22.1. Cuadro para el registro de los datos de la parte I

x1f p1f m2 x2f p2f pfinal
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Parte I
1. Presta atencién a las instrucciones del docente respecto a esta parte de la
practica {3}].
2. Chequea el montaje de la practica, comparando con el esquema mostrado
en la figura 22.5. De existir dudas, consulta al docente.

3. Adhiere, mediante cinta adhesiva, el papel bond al piso.

4. Marca en el papel bond, con un ldpiz o marcador, el punto en el que la plo-
mada hace contacto con este.

5. Selecciona dos esferas de igual masa y didmetro.
6. Fijaunaalturaen la rampay escoge una de las esferas como esfera incidente.

7. Deja caer cinco veces la esfera incidente a través de la rampa, colocando
el papel carbén en el punto indicado, de forma que se marque la huella
en él cada vez que dicha esfera choque contra el piso.

8. Identifica adecuadamente cada una de las huellas dejadas por la esfera in-
cidente en su choque con el piso.

9. Coloca la segunda esfera, denominada esfera blanco, identificada como B en
la figura 22.5, asegurando que la posicion de esta presente cierta desviacion
respecto a la trayectoria de la esfera incidente (pardmetro b de la colisién
bidimensional).

10. Deja caer la esfera incidente de modo que, en su movimiento, golpee
a la esfera blanco; marca y diferencia en el papel bond las huellas dejadas
por ambas esferas en su choque contra el piso.

11. Repite la experiencia para dos esferas de masas y tamafios desiguales.

12. Una vez culminada la experiencia, cada grupo debe llevarse el papel bond
donde se registraron las huellas de las esferas con el fin de que dispongan
de los datos suficientes para el estudio de la conservacién del momento li-
neal en dos dimensiones.
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Calculos

En funcién de la tabla 1, y con los datos obtenidos, comprueba la conservacién

de momento lineal en los dos casos expuestos en el presente laboratorio y justifi-

car los respectivos cdlculos.

Caracteristicas del informe técnico

El informe técnico deberd incluir los siguientes elementos {3}:

Portada

Introduccién
Fundamentacién tedrica
Procedimientos
Cilculos y resultados
Conclusiones

Referencias

Referencias

{11} H. D. Young y R. A. Freedman, eds. Sears-Zemansky: Fisica univer-

sttaria, volumen 1. Ciudad de México, Pearson Educacién, 2009.

[2} D. Giancoli. Fisica General Vol. 1. Ciudad de México, Prentice Hall, 2001.

{31 J. Marcano, J. Manual de laboratorio de Fisica 1. Puerto Ordaz, Venezuela.
Instituto Universitario Politécnico Experimental Guayana, Departamento
de Estudios Generales, Seccién de Fisica, 1985
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Lo gque revisaremos en este capitulo:

» Conoceremos las aplicaciones » Conoceremos una aplicacién de
practicas de los conceptos laboratorio sobre la conservacién
estudiados en los capitulos previos de la energia mecanica

» Tomaremos datos experimentales



@ Practica 5

Conservacion de o
energia mecanica

Objetivo general

Verificar el teorema de conserva-
cién de la energfa mecanica.

Objetivos especificos

*  Desarrollar el modelo teérico a tra-

vés del cual se demostrara la conservacion
de la energia mecdnica para las experien-
cias objeto de observacion.

e  Confirmar el teorema de la conservacién de la

energia mecanica en una rampa semicircular.

* Demostrar el teorema de la conservacion
de la energia mecdnica usando un sistema de péndu-
lo simple.
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Fundamentos tedricos

Energia mecanica

Se denomina energia mecanica a la suma de las energias cinética y potencial.
Cabe destacar que, en lo que respecta a la energfa cinética, esta abarca la energia
cinética traslacional y la energfa cinética rotacional; mientras que la energia po-
tencial comprende la potencial gravitatoria y la potencial elastica. Ademas, por ser
energfia, expresa la capacidad que poseen los cuerpos con masa de realizar traba-

jo{1-2}.

Conservacion de la energia mecanica

En sistemas conservativos (ausencia de friccién) la energia se conserva en el
tiempo, lo cual quiere decir que:

Em = Ec + Ep = Constante (19.32)

En otras palabras, entre dos puntos A y B, se cumplird que:
EcA + EpA = EcB + EpB (19.33)

No estd de mds acotar, como ya se dijo, que, en presencia de friccion, la ener-
gia mecdnica no se conserva, debido a que parte de esta se disipa en calor.

Energia cinética de una particula

Es definida como la energia asociada al movimiento traslacional, la cual depen-
de de la masa y la rapidez, segtn la relacién:

Ec = isz
2 (19.34)

Energia cinética de un cuerpo rigido

Se entiende por cuerpo rigido aquel que estd conformado por muchas particulas,
siendo su caracteristica esencial que la posicion relativa entre las particulas que lo
integran no cambia, es decir, la distancia entre una y otra siempre es la misma.
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Ahora bien, en lo que respecta al movimiento de un cuerpo rigido, se consi-
derardn los siguientes casos: a) deslizamiento; b) rotacién pura; ¢) movimiento
de rodamiento. Para el primer caso, el cuerpo rigido es visto como una particula
que a su vez representa el centro de masa del cuerpo; su energia cinética se obtiene
por medio de la ecuacién 23.3. La segunda condicién trata de un cuerpo que rota
alrededor de un eje fijo o estacionario que pasa por su centro de masa; posee solo
energia cinética rotacional (EcR), la cual se calcula por medio de la expresion:

E = 11w

cR __CM
2 (19.35)

Donde:
ICM: momento de inercia alrededor de un eje que pasa por su centro de masa

o: rapidez angular del cuerpo

El tercer caso estudia los fenémenos de traslacién y rotacién combinadas, mo-
vimiento atribuible a cuerpos como cilindros y esferas. Una forma de modelar
el movimiento de rodamiento es mediante la combinacién de los movimientos
de traslacion pura (deslizamiento) y rotacién pura (figura 23.1). Se puede apre-
ciar que el cuerpo con este tipo de movimiento gira instantineamente alrededor
de un eje que pasa por el punto P, punto de contacto del cuerpo con la superficie.
Por consiguiente, la energia cinética viene dada como:

Ec= 1 Ip w?
2 (19.36)

315



Fundamentos de mecanica para ingenieria
Teorfa y préactica

Figura 23.1. Modelaje del movimiento de rodamiento
(Fuente: Serway-Beichner 2000)

P .
2 Ve V=Rw £ » V_ +Rw=2V
c M ch
—_—
"4 =
3 em  V=Rw P P
a. Traslacion pura b) Rotacion pura c) Combinacion de traslacion y rotacion

Para determinar IP se aplica el teorema de Steiner o de los ejes paralelos. Dicho
teorema enuncia que el momento de inercia de un cuerpo alrededor de un eje que
es paralelo al eje que pasa por el centro de masa es igual al momento de iner-
cia alrededor de un eje que pasa por el centro de masa, mas el producto de la
masa por la distancia que separa a ambos ejes, elevada al cuadrado. Expresado
matematicamente:

I, =1, +MR? (19.37)

P

Sustituyendo 23.6 en 23.5, se encuentra que la energfa cinética de un cuerpo
con movimiento de rodamiento es:

E.=1d,+MRH)w = 11, 0+ 1 MR*w

1
2 2 2 (19.38)

Ahora, como el punto P de la figura 23.1 instantineamente estd en reposo,
se cumple que V= Rw, transformdndose 23.7 en:

MV?

CM

I o+ 1
2 (19.39)

CM

E =

C

1
2

De la ecuacion 23.8 se puede afirmar que la energia cinética de un cuerpo
con movimiento de rodamiento es igual a la suma de la energfa cinética rotacional
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alrededor del centro de masa y de su energia cinética. La expresion 23.8 se puede
expresar también en términos de la velocidad del centro de masa como:

E =11 \& + 1 MV?

C CM __CM CM

2 R?2 2 (19.40)

Energia potencial

La energia potencial es la capacidad que tienen los cuerpos para realizar un tra-
bajo en virtud de la configuracién que tengan en un sistema de cuerpos que ejercen
fuerzas entre si. Es bueno acotar que la energia potencial no es algo que tenga
un cuerpo por si mismo, sino mds bien estd asociada con la interaccién de dos
o mds cuerpos. Como elementos de interés, se definirdn dentro de este dmbito
la energia potencial gravitatoria y la energia potencial eldstica.

Energia potencial gravitatoria

La energia potencial gravitatoria de un objeto de masa M que se encuentra
a una altura y de la superficie terrestre se define como:

Epg =Mgy (19.50)

Donde g es la aceleracion de la gravedad.

Energia potencial elastica

Es la energfa acumulada en un cuerpo eldstico tal como un resorte. Se deter-
mina a través de la siguiente expresién matematica:

EpE = L kx?
2 (19.51)
Donde:

k: constante de rigidez del resorte

x: cantidad que se estira o comprime el resorte
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Para finalizar en lo que compete al tépico de la conservacién de la energia me-
cdnica, y considerando un cuerpo rigido que se traslada rotando desde un punto A
a un punto B, la expresién correspondiente sera:

E _ +E +E + E =E _+E +E _+E (19.52)

cTA cRA pgA pEA cTB cRB pgB pEB

Donde E_, E _,
lacional, energia cinética traslacional, energia potencial gravitatoria y energia

Epg y EpE son los términos respectivos de energia cinética tras-

potencial elastica.

Momento de inercia

El momento de inercia es una medida de la inercia rotacional o la resisten-
cia de un cuerpo a rotar; depende de la distribucién de la masa alrededor del eje
en que se quiere hacer rotar el cuerpo rigido o sistema discreto de particulas [1-2}.

Para un sistema discreto de particulas o masas puntuales, el momento de iner-
cia se define segtin la siguiente expresion:

[=Y¥ m r? (19.53)

Donde:
m_: masa de la i-ésima particula

r: distancia de la masa de la i-ésima particula al eje de rotacién

Ahora bien, cuando se estudia un sistema continuo de masa, el momento
de inercia viene dado por:

I=] r*dm=[, pr’dV (19.54)
Donde:

'V : integral sobre todo el volumen del cuerpo

r : distancia del elemento diferencial de masa (dm) al eje de rotacién.
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El momento de inercia para cuerpos regulares se encuentra tabulado en tex-
tos de fisica y mecdnica racional, entre otros. La tabla 23.1 muestra el momento
de inercia de una esfera y un cilindro sélido.

Tabla 23.1. Momento de inercia de una esfera y un cilindro sélido,
alrededor de un eje que pasa por su centro de masa

. . Momento de
Objeto Figura inercia

Esfera maciza y eje a

, 2/5 MR?
través del centro -
Il R
Cilindro sélido
de radio R y eje 1/2 MR?
a través del centro. |
Eje

Equipos y materiales

*  Rampa semicircular

e 2 esferas metdlicas de diferente tamafio

e Papel carbén, papel bond, cinta adhesiva, hilo y hojilla
e  Esferas con gancho

° Plomada
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Montaje de la practica

Figura 23.2. Montaje para experimento de conservacion de la energia mecdnica,
empleando una rampa semicircular

1. Esfera de acero

2: Rampa metadlica

5. Plomada
3. Papel bond 4. Papel carbon
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Figura 23.3. Montaje para experimento de conservacion de la energia mecanica,
empleando en un péndulo

1. Esfera de acero

2. Hojilla

3. Papel bond

Procedimiento para la recoleccion de los datos

Parte |

1. La figura 23.2 muestra un esquema de la primera experiencia que se debe
realizar. Esta consta de un sistema formado por una rampa semicircular
conectada a un mesén, una ldmina de papel bond, y varias hojas de papel
carbon colocadas sobre este. El experimento consiste en dejar caer, desde
diversas posiciones de la rampa, esferas metdlicas de masa diferente, re-
gistrando las alturas desde donde se suelta cada esfera y el alcance logrado
por esta a nivel del suelo. A continuacién, se describen los pasos para el de-
sarrollo de la experiencia {3}].
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2. Selecciona dos esferas metdlicas de diferente tamafo, y mide su didmetro
y masa.

3. Coloca una limina de papel bond sobre el piso, y adhiérelo a este median-
te cinta adhesiva.

4. Sitta la plomada tal como se muestra en la figura 23.2, y marca con un
ldpiz el punto en que la esfera hace contacto con el papel bond.

5. Deja caer cada esfera desde dos alturas diferentes sobre la rampa; realiza,
para cada altura en particular, 10 lanzamientos, y mide a su vez los alcan-
ces respectivos a cada lanzamiento.

6. Dibuja una tabla para el registro de los datos, de acuerdo con el siguien-
te modelo.

Tabla 23.2. Modelo de tabla para el registro de los datos colectados en la parte I

M1 = M2 =
Alcance
H = H, = H = H, =
Xl
XZ
X10
aParte Il

1. La figura 23.3 muestra un esquema de la experiencia que se va a llevar
a cabo. En esta se representa una esfera metdlica que pende de un hilo (pén-
dulo), la cual se separard de su posicién de equilibrio para luego ser soltada.
En su movimiento, el hilo que sostiene a la esfera es cortado por una hoji-
lla, lo que provoca que esta describa una trayectoria semiparabdlica, hasta
chocar con la superficie de la mesa. En esta experiencia se debe registrar
la altura, respecto a la superficie de la mesa, desde donde se suelta la esfe-
ra, la altura a la que se encuentra la hojilla y la distancia sobre la superficie
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de la mesa que alcanza la esfera; dicha distancia se mide desde el punto ob-
tenido por la proyeccién de la esfera colgante, en su posicién de equilibrio,
a la superficie de la mesa y el punto o huella que esta deja al chocar con la
superficie de la mesa. En concreto, ejecuta los siguientes pasos [3}:

2. Desplaza de la posicién de equilibrio la masa del péndulo (masa 2), de forma
que alcance cierta altura H respecto a la superficie de la mesa. Suéltala
y marca la huella dejada por dicha esfera al tocar el piso. Repite 10 veces
el lanzamiento para la misma altura.

3. Repita el paso 2 para dos alturas mds, registrando los datos en una tabla
como la siguiente.

Tabla 23.3. Tabla de recoleccién de datos para cada una de las esferas

M = h=
Alcance
H1 = H2 = H3 =
Xl
XZ
XIO
Calculos

En funcién de las tablas 23.2 y 23.3, y con los datos obtenidos, realizar el ba-
lance de energia y justifica los respectivos cdlculos.
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